
بسمھ تعالیبسمھ تعالی
  
  
  
  
  
  

گروه ھای بازتابیگروه ھای بازتابی
Reflection GroupsReflection Groups

  
  

مصطفی عین الھ  زادهمصطفی عین الھ  زاده
  

1919 آذر  آذر 13991399
  
  
  
  
  

  

11



11- تعریف گروه ھای بازتابی- تعریف گروه ھای بازتابی
  

بازتاب:بازتاب:

  :: XXفضاھای ھندسی فضاھای ھندسی 
-بعدی: -بعدی:  فضای اقلیدسی فضای اقلیدسی   • •nnEEnn

-بعدی: -بعدی:  کره کره   • •nnSS
nn

SS == xx ,,xx ,, …… ,,xx ::  x x ++xx ++ ⋯⋯ ++xx == 11 ⊂⊂ EE
nn (( 11 22 n+1n+1))

22
11

22
22

22
n+1n+1

n+1n+1

-بعدی: -بعدی:  فضای ھذلولوی فضای ھذلولوی   • •nnHH
nn

  
، کھ توسط تعدادی بازتاب تولید شده باشد.، کھ توسط تعدادی بازتاب تولید شده باشد. XXگروه بازتابی:گروه بازتابی: یک زیرگروه گسستھ از ایزومتری ھای فضای ھندسی  یک زیرگروه گسستھ از ایزومتری ھای فضای ھندسی 

  
  
  
  
  

  

22

ll
PP

rr PPll(( ))

PP

rr PPHH(( ))

HH



22- گروه ھای بازتابی در صفحھ اقلیدسی- گروه ھای بازتابی در صفحھ اقلیدسی
  

گروه تولیدشده توسط دو بازتاب:گروه تولیدشده توسط دو بازتاب:
  

GG == rr ,, rr ,,aa bb

  
rr rr == 𝜌𝜌 ∈∈ GG,,aa bb 2𝛼2𝛼

rr rr rr == rr ∈∈ GG..aa bb aa rr bbaa(( ))

  

⟺⟺ G  G گسستھ استگسستھ است    𝛼 𝛼 == 𝜋𝜋,,  m m,,nn ∈∈ ZZ
mm

nn
  

GGناحیھ اساسی عمل ناحیھ اساسی عمل  روی صفحھ: روی صفحھ:

EE ==  gP gP,,   22 ⊔⊔
g∈Gg∈G

𝛼𝛼 == ,,   nn ⩾⩾ n n یایا 2 2 == ∞∞
𝜋𝜋

nn
(( ))

abab == 11,,(( ))nn

GG == aa,, bb|| a a == bb == abab == 11 ≅≅ DD22 22 (( ))nn 2n2n

  
abab == ba ba ⟺⟺ nn == 2.2.

nn == 22 ::  abab abab == 11 ⟹⟹ abab == abab == baba..(( ))-1-1

  

33

𝛼𝛼 aa

bb

𝛼𝛼

𝛼𝛼

rr bbaa(( ))

rr aabb(( ))

aPaP

PP

bPbP

abPabP

𝛼𝛼 aa

bb

PP

aPaP

bPbPbaPbaP
babPbabP

baba PP(( ))22



  
حالت کلی :حالت کلی :

) یک ناحیھ اساسی) یک ناحیھ اساسی   ، صفحھ را بھ چندضلعی ھای محدبی تقسیم می کند کھ ھر کدام (مثل ، صفحھ را بھ چندضلعی ھای محدبی تقسیم می کند کھ ھر کدام (مثل  قضیھ قضیھ 11:: خطوط بازتاب ھر گروه بازتابی  خطوط بازتاب ھر گروه بازتابی 
، یک مولد مینیمال برای ، یک مولد مینیمال برای  ھستند و اضلاع مجاور  ھستند و اضلاع مجاور  با یکدیگر زوایای با یکدیگر زوایای   برای عمل برای عمل  ھستند. بازتاب ھای نسبت بھ اضلاع  ھستند. بازتاب ھای نسبت بھ اضلاع 

  می سازند. ھر چندضلعی محدب با این خواص، ناحیھ اساسی یک گروه بازتابی در صفحھ است.  می سازند. ھر چندضلعی محدب با این خواص، ناحیھ اساسی یک گروه بازتابی در صفحھ است.

GGPP
GGPPGGPP

  nn ∈∈ NN ∪∪ ∞∞
𝜋𝜋

nn
(( ⩾2⩾2 ))

  
  
  
  
  
  
  
  

  

44

PP

𝛼𝛼11

𝛼𝛼22
𝛼𝛼33

𝛼𝛼44

aa

bb
cc

dd



33- ھمھ گروه ھای بازتابی صفحھ- ھمھ گروه ھای بازتابی صفحھ
  

  
  

حالت ھای با ناحیھ اساسی مثلث:حالت ھای با ناحیھ اساسی مثلث:
  

++ ++ == 𝜋𝜋
𝜋𝜋

mm

𝜋𝜋

nn

𝜋𝜋

kk

  ⟹⟹   ++ ++ == 11
11

mm

11

nn

11

kk
⟹⟹ mm,,nn,, kk == 22,, 33,, 66 ,, 22,, 44,, 44 ,, 33,, 33,, 33 ..(( )) (( )) (( )) (( ))

  

PPگروه بازتابی تحویل ناپذیر:گروه بازتابی تحویل ناپذیر: اضلاع  اضلاع  را نمی توان بھ دو دستھ تقسیم کرد کھ خطوط ھر دستھ بر خطوط دستھ دیگر عمود باشد. را نمی توان بھ دو دستھ تقسیم کرد کھ خطوط ھر دستھ بر خطوط دستھ دیگر عمود باشد.
  
  
  

  

55

PP PP

𝜋𝜋

mm

𝜋𝜋

nn

𝜋𝜋

kk



44- فضاھای دیگر- فضاھای دیگر
  
  
  

تعمیم قضیھ تعمیم قضیھ 11 در ھمھ فضاھای دیگر ھندسی و ھمھ ابعاد درست است! در ھمھ فضاھای دیگر ھندسی و ھمھ ابعاد درست است!
  

، فضا را بھ چندوجھی ھای محدبی تقسیم می کند کھ ھر کدام (مثل، فضا را بھ چندوجھی ھای محدبی تقسیم می کند کھ ھر کدام (مثل   قضیھ قضیھ 22:: ابرصفحھ ھای  بازتاب ھر گروه بازتابی  ابرصفحھ ھای  بازتاب ھر گروه بازتابی  روی فضای  روی فضای 
، یک مولد مینیمال برای ، یک مولد مینیمال برای  ھستند و وجوه مجاور ھستند و وجوه مجاور   ) یک ناحیھ اساسی برای عمل ) یک ناحیھ اساسی برای عمل  روی  روی  ھستند. بازتاب ھای نسبت بھ وجوه  ھستند. بازتاب ھای نسبت بھ وجوه 

 با یکدیگر زوایای  با یکدیگر زوایای   می سازند. ھر چندوجھی محدب با این خواص، ناحیھ اساسی یک گروه بازتابی در   می سازند. ھر چندوجھی محدب با این خواص، ناحیھ اساسی یک گروه بازتابی در   

است.است.

GGXX
PPGGXXPPGG

PP  nn ∈∈ NN ∪∪ ∞∞
𝜋𝜋

nn
(( ⩾2⩾2 ))XX

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

      

  

66



55- دیاگرام کاکستر-دینکین و نمایش گروه ھای بازتابی- دیاگرام کاکستر-دینکین و نمایش گروه ھای بازتابی
  

نمایش گروه ھای بازتابی:نمایش گروه ھای بازتابی:
aa   وجوه چندوجھی اساسی گروه بازتابی  وجوه چندوجھی اساسی گروه بازتابی  و زاویھ بین  و زاویھ بین    و  و  برابر  برابر  است و قرار می دھیم است و قرار می دھیم   ,,aa ,, …… ,,aa11 22 nnGGii ≠≠ jj(( ))aaiiaajj

𝜋𝜋

mmijij

::mm == 11iiii

GG == aa ,,aa ,, …… ,,aa ||  ∀∀ii,, jj ::   aa aa == 11 ..11 22 nn (( ii jj))
mmijij

  
  

دیاگرام کاکستر-دینکین:دیاگرام کاکستر-دینکین:
  

:: ,,11گرافی با رئوس گرافی با رئوس  22,, …… ,,nn
، ،  و  و  بھ ھم وصل نمی شوند. بھ ھم وصل نمی شوند. اگر اگر   • •mm == 22ijijiijj

، برچسب نمایش داده، برچسب نمایش داده   ، ،  و  و  با یک یال با برچسب  با یک یال با برچسب  بھ ھم وصل می شوند. ( معمولاً در حالت  بھ ھم وصل می شوند. ( معمولاً در حالت  اگر اگر   • •mm ⩾⩾ 33ijijiijjmmijijmm == 33ijij

نمی شود.)نمی شود.)
  
  

ھمھ گروه ھای بازتابی تحویل ناپذیر در صفحھ:ھمھ گروه ھای بازتابی تحویل ناپذیر در صفحھ:
  

  

  

77

nn

nn ⩾⩾ 33(( ))

66 44 4433
33 33

33



66- گروه ھای کاکستر- گروه ھای کاکستر
  

گروه کاکستر:گروه کاکستر:
))mmبھ ازای ھر ماتریس متقارن بھ ازای ھر ماتریس متقارن  با دو خاصیت زیر: با دو خاصیت زیر: ijij))n×nn×n

،،  ، ، بھ ازای ھر بھ ازای ھر   • •iimm == 11iiii

،،  ، ، بھ ازای ھر بھ ازای ھر   • •ii ≠≠ jjmm ∈∈ NN ∪∪ ∞∞ijij ⩾2⩾2

  
گروه زیر را یک گروه کاکستر می گویند:گروه زیر را یک گروه کاکستر می گویند:

GG == aa ,,aa ,, …… ,,aa ||  ∀∀ii,, jj ::   aa aa == 11 ..11 22 nn (( ii jj))
mmijij

  

زیرگروه تناوبی یک گروه کاکستر:زیرگروه تناوبی یک گروه کاکستر:  
 i i ≠≠ jj ::  x x == aa aa ,,ijij ii jj

GG == xx ||  x  x xx == xx ,,  x x == 11 ≤≤ GG..++
ijij ijij jkjk ikik

mm
ijij

ijij

مثال:مثال:
SS == 1 21 2 ,,   2 32 3 ,,   …… ,,   nn-- 1 n1 n ,,nn (( )) (( )) (( ))

aa == i ii i++11 ,,  m m == ,,ii (( )) ijij

11 ii == jj
33 ||ii--jj|| == 11
22 ||ii--jj|| >> 11

  
SS == AA ..++

nn nn

  

  

88

H.S.M. Coxeter (1907-2003)H.S.M. Coxeter (1907-2003)



77SS- گروه ھای بازتابی - گروه ھای بازتابی  (بیضوی) (بیضوی)
nn

  
:: nnحالت حالت  == 22

  

  
AA PP == 𝛼𝛼++𝛽𝛽++ 𝛾𝛾--𝜋𝜋 >> 00(( ))

  

𝛼𝛼 == ,,  𝛽 𝛽 == ,,  𝛾 𝛾 ==
𝜋𝜋

mm

𝜋𝜋

nn

𝜋𝜋

kk

⟹⟹   ++ ++ >> 1.1.
11

mm

11

nn

11

kk

mm,,nn,, kk == 22,, 22,,nn ,,   22,, 33,, 33 ,,   22,, 33,, 44 ,,   22,, 33,, 55(( )) (( )) (( )) (( )) (( ))

اشکال:اشکال:

  

99

𝛼𝛼

𝛽𝛽
𝛾𝛾

PP

33 33 33 44 33 55



  
بعد دلخواه:بعد دلخواه:

vv ,, vv == ..(( ii jj))

11 ii == jj

--coscos
𝜋𝜋

mmijij
ii ≠≠ jj

  
ماتریس شلافلی:ماتریس شلافلی:

AA == aa ,,  a a ..[[ ijij]]n×nn×n ij=ij=

11 ii == jj

--coscos
𝜋𝜋

mmijij
ii ≠≠ jj

  

))mmقضیھ:قضیھ: یک گروه بازتابی کروی با توان ھای  یک گروه بازتابی کروی با توان ھای  وجود دارد، اگر و تنھا اگر  وجود دارد، اگر و تنھا اگر  مثبت معین باشد. مثبت معین باشد. ijij))AA

  

1010

𝛼𝛼ijij
𝜋𝜋--𝛼𝛼ijij

HHii

HHjj

vvjj

vvii



  
  
  
  
  
  

ھمھ گروه ھای بازتابی تحویل ناپذیر کروی:ھمھ گروه ھای بازتابی تحویل ناپذیر کروی:  
  

  
  

گروه ھای کاکستر در حالت کلی:گروه ھای کاکستر در حالت کلی:
  

قضیھ (کاکستر):قضیھ (کاکستر):گروه ھای بازتابی، گروه کاکستر ھستند و ھر گروه کاکستر متناھی، گروه بازتابی بیضوی است.گروه ھای بازتابی، گروه کاکستر ھستند و ھر گروه کاکستر متناھی، گروه بازتابی بیضوی است.

  
  
  
  
  

  

1111

AAnn

BBnn

DDnn

EE66

EE77

EE88

IInn

HH33

HH44

FF44

44

44

55

55

nn



88- گروه ھای بازتابی ھذلولوی- گروه ھای بازتابی ھذلولوی
  

:: HH22صفحھ ھذلولوی صفحھ ھذلولوی 

،، DDفضای ھندسی حاصل از یک متر خاص روی فضای ھندسی حاصل از یک متر خاص روی  == xx,, yy ::xx ++ yy << 1122 (( )) 22 22

فضای ھمگن و ھمسان گردفضای ھمگن و ھمسان گرد  • •
بین ھر دو نقطھ یک ژئودزیک یکتا وجود دارد کھ امتداد آنھا از دو طرف خطوط این ھندسھ ھستند.بین ھر دو نقطھ یک ژئودزیک یکتا وجود دارد کھ امتداد آنھا از دو طرف خطوط این ھندسھ ھستند.  • •

ھمھ اصول ھندسھ اقلیدسی غیر از اصل توازی برقرار است.ھمھ اصول ھندسھ اقلیدسی غیر از اصل توازی برقرار است.  • •
جمع زوایای مثلث ھا از جمع زوایای مثلث ھا از  کمتر است. کمتر است.  • •𝜋𝜋

AA TT == 𝜋𝜋-- 𝛼𝛼++𝛽𝛽++ 𝛾𝛾 ..(( )) (( ))

، یک چندضلعی محدب با این زوایا وجود دارد اگر و فقط اگر، یک چندضلعی محدب با این زوایا وجود دارد اگر و فقط اگر   برای ھر دنبالھ از زوایای برای ھر دنبالھ از زوایای  کمتراز  کمتراز   • •𝛼𝛼 ,, …… ,,𝛼𝛼11 nn𝜋𝜋

𝜋𝜋--𝛼𝛼 >> 2𝜋2𝜋..∑∑
  

ii

(( ii))

مدل دیسک پوانکاره:مدل دیسک پوانکاره:
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گروه ھای بازتابی در صفحھ ھذلولوی:گروه ھای بازتابی در صفحھ ھذلولوی:

چند شکل:چند شکل:
  

  

رده بندی کامل گروه ھای ھذلولوی در ابعاد بالا ھنوز باز است!رده بندی کامل گروه ھای ھذلولوی در ابعاد بالا ھنوز باز است!
  

  

1313

𝜋𝜋

mm

𝜋𝜋

nn

𝜋𝜋

kk

++ ++ << 11
11

mm

11

nn

11

kk
    mm,,nn,, kk ⩾⩾ 22(( ))

𝜋𝜋

mm

𝜋𝜋

nn𝜋𝜋

kk

++ ++ ++ << 22
11

mm

11

nn

11

kk

11

ll
      mm,,nn,, kk,, ll ⩾⩾ 22(( ))

𝜋𝜋

ll

......

22,, 33,, 77 22,, 44,, 66 22,, 44,, 22,, 44 22,, 22,, 22,, 33



99- اولین مثال از "نظریھ ھندسی گروه ھا"- اولین مثال از "نظریھ ھندسی گروه ھا"
  

HHدرچھ حالاتی گروه درچھ حالاتی گروه  متناھی است؟ متناھی است؟

HH == xx,, y y ||xx == yy == xyxy == 11 ,,   mm,,nn,, kk ⩾⩾ 22 ..mm nn (( ))kk (( ))

  
  

GG == aa,, bb,, cc|| a a == bb == cc == abab == bcbc == caca == 11 ,,   22 22 22 (( ))mm (( ))nn (( ))kk

xx == abab,,  y y == bcbc ⟹⟹  H H ≅≅ GG ..++

  
  

GG :: ..

بیضویبیضوی   ++ ++ >> 11
11

mm

11

nn

11

kk

آفینآفین   ++ ++ == 11
11

mm

11

nn

11

kk

ھذلولویھذلولوی   ++ ++ << 11
11

mm

11

nn

11

kk
  

++ ++ >> 11 ⟹⟹ ,, G G,,H H متناھی ھستندمتناھی ھستند
11

mm

11

nn

11

kk

||GG|| == 22||HH|| == == == ..
4𝜋4𝜋

AreaArea PP(( ))

4𝜋4𝜋

𝜋𝜋 ++ ++ -- 11
11

mm

11

nn

11

kk

44

++ ++ -- 11
11

mm

11

nn

11

kk

  

  

1414



1010- چندوجھی ھای منتظم در ابعاد بالا- چندوجھی ھای منتظم در ابعاد بالا
  
  

↔↔چندوجھی ھای منتظم (در حد دوگان بودن)  چندوجھی ھای منتظم (در حد دوگان بودن)   گروه ھای بازتابی بیضوی با دیاگرام خطی گروه ھای بازتابی بیضوی با دیاگرام خطی  

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

1515

AAnn

BBnn

IInn

HH33

HH44

FF44
44 44

55

55

nn

مکعب و دوگان آنمکعب و دوگان آن

ھرم منتظمھرم منتظم

nn-ضلعی منتظم-ضلعی منتظم

1212 وجھی و  وجھی و 2020 وجھی وجھی

2424 وجھی منتظم وجھی منتظم  

600600 وجھی و  وجھی و 120120 وجھی منتظم وجھی منتظم  



1111- مطالب بیشتر از گروه ھای بازتابی- مطالب بیشتر از گروه ھای بازتابی
11-چندوجھی ھای منتظم و شبھ منتظم-چندوجھی ھای منتظم و شبھ منتظم

  
  
  

22- ھندسھ ھذلولوی و گروه ھای- ھندسھ ھذلولوی و گروه ھای  
بازتابی ھذلولویبازتابی ھذلولوی  

  
  
  

  
33- کوییورھا (- کوییورھا (QuiverQuiver) و) و  

نمایش ھای آنھانمایش ھای آنھا
  
  
  
  

44- سیستم ھای ریشھ ھا و رده بندی- سیستم ھای ریشھ ھا و رده بندی  
جبرھای لیجبرھای لی

  

1616



  
  
  
  

با تشکر از توجھ شما!با تشکر از توجھ شما!

  

1717


