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نکاتوتعاریفاولیه
ندراینارائههمهیمیدانهاییکهمادرنظرمیگیریمدرواقعزیرمجموعههایاعدادمختلطهستندباهما•

عملجمعوضربمختلط
نداریم...لذامشخصههمیشهصفراستومشکلجداییپذیریو•

,𝛼1یکمیدانباشدو𝐹اگر• … ,𝛼𝑚 ∈ ℂآنگاه𝐹 𝛼1, … ,𝛼𝑚شاملکوچکترینمیدان𝐹و𝛼𝑖هاست.
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𝐾 برایتوسیع• 𝐹مجموعهیخودریختیهای𝐾که𝐹راثابتنگهمیدارندگروهگالوایآنمینامیم.

𝐺𝑎𝑙  𝐾 𝐹 = 𝜎 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝐾 | ∀𝑎 ∈ 𝐹 ∶ 𝜎 𝑎 = 𝑎 ⊆ 𝐴𝑢𝑡 𝐾



خودریختیمیدانهاوگروهگالوا
:مثال•

𝐺𝑎𝑙گروه•  ℂ ℝهمانیومزدوجکردنمختلط.دارایدوعضواست

𝐺𝑎𝑙گروه•  ℚ
3
2 ℚ(تنهاعنصرآنهمانیاست)بدیهیاست

𝐺𝑎𝑙گروه•  ℚ
3
2,𝜔 ℚعضواست۶دارای

𝐾 (متناهی)توسیع• 𝐹راگالواییمینامیماگر𝐺𝑎𝑙  𝐾 𝐹 = 𝐾: 𝐹

,𝛼1باشدو𝐹یکچندجملهایتحویلناپذیرروی𝑃فرضکنید:قضیه• … ,𝛼𝑛آنگاه.ریشههایآنباشند
𝐹میدان 𝛼1, … ,𝛼𝑛(میدانشکافندهی𝑃)یکتوسیعگالوایی𝐹است.

𝐹 اماولیهواحدباشد،𝑛شاملیکریشه𝐹اگر:مثال•
𝑛
𝑏 𝐹گالواییوگروهگالوایشدوریاست.

ℱ𝒾𝓍وتنهااگرگالواییاستاگر𝐾/𝐹توسیع:قضیه• 𝐺𝑎𝑙  𝐾 𝐹 = 𝐹



قضیهیاساسیگالوا
یکتناظریکبهیکووارونکنندهیشمولبینمیدانهای𝐾/𝐹گالوایی(متناهی)برایهرتوسیع•

𝐹بینابینی ⊆ 𝐿 ⊆ 𝐾وزیرگروههایگروه𝐺 = 𝐺𝑎𝑙  𝐾 𝐹وجودداردکهضابطهیآنبهاینصورت

:است

𝐺𝑎𝑙زیرگروه𝐹و𝐾بین𝐿بهمیدان•  𝐾 𝐿از𝐺نسبتدادهمیشود.

ℱ𝒾𝓍میدانبینابینی𝐺از𝐻بهزیرگروه• 𝐻 = 𝑥 ∈ 𝐾|∀𝜎 ∈ 𝐻: 𝜎 𝑥 = 𝑥نسبتدادهمیشود.

𝐻بهعلاوهزیرگروه• = 𝐺𝑎𝑙  𝐾 𝐿از𝐺نرمالاستاگروتنهااگر𝐿 = ℱ𝒾𝓍 𝐻یکتوسیعگالواییاز𝐹

𝐺𝑎𝑙باشدودراینصورتداریم  𝐿 𝐹 ≅  𝐺 𝐻(دقتکنید𝐾/𝐿همیشهگالواییهست)



حلپذیریبارادیکالها
بهعنوانمثالیکجواب.رامیتوانباکمکرادیکالهاحلکرد۴و۳و۲میدانیممعادلهیدرجهی•
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توسطرادیکالهاقابلحلاستاگرزنجیریاز𝐹باضرایبدرمیدان𝑓بهطورکلیمیگوییمچندجملهای•
𝐹میدانهای = 𝐹0 ⊆ 𝐹1 ⊆ ⋯ ⊆ 𝐹𝑚وجودداشتهباشدکه𝐹𝑖 = 𝐹𝑖−1

𝑛𝑖 𝑎𝑖که𝑛𝑖هاطبیعیو
𝑎𝑖 ∈ 𝐹𝑖−1بهنحویکهتمامریشههای𝑓درون𝐹𝑚باشد(𝑓در𝐹𝑚شکافتهشود)

(باافزودنریشههایواحدمناسب)گالواییاست𝐹𝑖−1روی𝐹𝑖دقتکنیددرتعریفبالامیتوانفرضکرد•

(باگرفتنیکبستارنرمال)گالواییاست𝐹𝑚/𝐹همچنینمیتوانفرضکرد•

.باشدبلکهشاملمیدانشکافندهاست𝑓میدانشکافندهی𝐹𝑚دقتکنیددرتعریفبالالازمنیست•



گروهحلپذیر
گروههایباکمکتناظرموجوددرقضیهاساسیگالوا،زنجیرساختهشدهازمیدانهایقبلبهزنجیریاززیر•

𝐺گروه = 𝐺𝑎𝑙  𝐹𝑚 𝐹تبدیلمیشودمانند
𝑖𝑑 = 𝐺𝑚 ⊆ 𝐺𝑚−1 ⊆ ⋯ ⊆ 𝐺0 = 𝐺

.یشودفرضگالواییبودنهرمیدانرویمیدانقبلیبهنرمالبودنهرزیرگروهدرزیرگروهبعدیتبدیلم
𝐹𝑖 بهعلاوهگروهگالوای 𝐹𝑖−1برابر 𝐺𝑖−1 𝐺𝑖استولذا 𝐺𝑖−1 𝐺𝑖دوریاست.

وجودچنینزنجیریاززیرگروههابراییکگروهدلخواهنابدیهیاستوبرایهرگروهیدرستنیست•

𝑖𝑑حلپذیرمیگوییماگرزنجیر𝐺بهیکگروهمتناهی• = 𝐺𝑚 ⊴ 𝐺𝑚−1 ⊴ ⋯ ⊴ 𝐺0 = 𝐺یافتشودکه
𝐺𝑖−1 فاکتورهای 𝐺𝑖همگیدوریباشند.

.هرخارجقسمتیکگروهحلپذیرخودحلپذیراست:قضیه•



محکگالوابرایحلپذیریبارادیکالها
𝑓تااینجانشاندادهایماگر• ∈ 𝐹 𝑥بارادیکالهاحلپذیرباشدآنگاهتوسیعگالوایی𝐹𝑚از𝐹شاملمیدان

𝐺𝑎𝑙وجودداردکه𝑓شکافندهی  𝐹𝑚 𝐹اگر.گروهیحلپذیراست𝐾میدانشکافندهی𝑓باشدطبق

)𝐺𝑎𝑙قضیهیاساسیگالوا،  𝐾 𝐹) =  𝐺𝑎𝑙  𝐹𝑚 𝐹
𝐺𝑎𝑙  𝐹𝑚 𝐾ولذا𝐺𝑎𝑙(  𝐾 𝐹)حلپذیراست.

:میتواننشاندادعکساینحکمنیزدرستاست

𝑓چندجملهای(:گالوا)قضیه• ∈ 𝐹 𝑥استاگروتنهااگربارادیکالهاحلپذیر𝐺𝑎𝑙(  𝐾 𝐹)گروهی

.حلپذیرباشد



نگاهمحاسباتی
ازنظربااینحال.قضیهیگالوابهلحاظنظریبهنوعیمسئلهیحلپذیریبارادیکالهاراتماممیکند•

گروهگالوایمیدان𝑛درواقعبراییکچندجملهایدرجه.محاسباتیمسئلههنوزقابلبررسیاست
تقیمبنابراینقاعدتابررسیحلپذیریآنبابررسیمس.بزرگباشد!𝑛شکافندهیآنممکناستازمرتبهی

.اینگروهممکننیست

وجودداردکهباداشتنیکمجموعهمولدبرایگروهبههمراهروابطآنها،Simsالگوریتمیبهنامالگوریتم•
یربررسیمیکندکهیکگروهحلپذ(برحسبتعدادمولدهاووتعدادوطولروابط)درزمانچندجملهای

اموجودولیهیچالگوریتمدرزمانچندجملهایبراییافتنچنیننمایشمناسبیازگروهگالو.هستیانه
نشاندادندکهبدونمحاسبهیمستقیمگروهگالوا۱۹۸۵بااینحاللانداوومیلردرمقالهایدر.نیست

یبررسیکردوحت(برحسبدرجهوسایزضرایب)میتوانحلپذیریچندجملهایرادرزمانچندجملهای
.درصورتوجودجوابرادیکالی،آنرایافت

.بنامید𝐾دادهشدهاستومیدانشکافندهرا𝑓باضرایبگویامثل𝑛ضکنیدچندجملهایدرجهحالفر•
(برایتجزیهLLLبهدلیلوجودالگوریتمهاییمثل)دقتکنیدمیتوانازاولفرضکردچندجملهایدادهشدهتحویلناپذیراست•



نکاتیازنظریهگروهها
𝐺 و𝑁حلپذیراستاگروتنهااگر𝐺آنگاه.باشد𝐺زیرگروهنرمالیازگروه𝑁فرضکنید:قضیه• 𝑁حلپذیرباشند.

Ωرویمجموعهی𝐺فرضکنیدگروه• = 𝛼1, … ,𝛼𝑚بهزیرمجموعهی.بهطورتراگذرعملکند𝐵ازΩیکبلوک
𝜎میگوییماگربرایهر ∈ 𝐺داشتهباشیم𝜎𝐵 = 𝐵یا𝜎𝐵 ∩ 𝐵 = .وتکعضویهارابلوکبدیهیگوییمΩکل.∅

.اولیهاستاگرهیچبلوکنابدیهینداشتهباشد𝐺میگوییمعملگروه•

𝛼(هر)اولیهاستاگروتنهااگربراییک𝐺عمل:قضیه• ∈ Ω،𝐺𝛼(پایدارساز𝛼)زیرگروهیماکسیمالباشد.

وبلوکهایشامل𝐺و𝐺𝛼تناظریکبهیکوحافظشمولبینگروههایبین.درواقعقضیهخیلیکلیتریدرستاست•
𝛼برقراراستکهبهبلوک𝐵گروه𝐺𝐵رانسبتمیدهدوبهگروه𝐻بلوک𝐻𝛼رانسبتمیدهد.



ایدههایاصلی
|𝐺|عضویبهطوراولیهعملکندآنگاه𝑛گروهیحلپذیرباشدکهروییکمجموعهی𝐺اگر:Palfyقضیه• ≤ 𝑛4

هایباشدبادقتکنیداگرمرتبهگروهگالواازبزرگیچندجمل.اینقضیهیکیازایدههایاصلیمقالهلانداوومیلراست•
.مشکلایناستکهعملگروهگالوارویریشههالزوماًاولیهنیست.کارتماماستSimsاستفادهازالگوریتم

حالدقت.ماکسیمالباشد𝐺𝛼زیرگروه𝛼مانند𝑓اولیهبودنعملگروهگالوامعادلایناستکهبراییکریشهی•
𝐺𝛼کنید = 𝐺𝑎𝑙  𝐾 ℚ 𝛼بنابراینطبقتناظرگالوامعادلایناستکهبینℚوℚ 𝛼میدانینداریم.

:عنیچنیناستنکتهقابلتوجهبعدیایناستکهبااینکهگالواییبودنخاصیتتراگذرینیستاماحلپذیریبهیکم•

𝐹:لم• ⊆ 𝐹 𝛽 ⊆ 𝐹 𝛼وℎ 𝑥 = min
𝐹 𝛽

𝛼و𝑔 𝑥 = min
𝐹

𝛽و𝑓 𝑥 = min
𝐹

𝛼.آنگاه𝑓با

.چنینباشند𝑔وℎرادیکالهاحلپذیراستاگروتنهااگر

ℚدرنتیجههدفماساختنزنجیر• ⊂ ℚ 𝛽1 ⊂ ⋯ ⊂ ℚ 𝛽𝑟 ⊂ ℚ 𝛼استکهمیدانبینابینینداشتهباشیم.



ساختزنجیرماکسیمال
𝐹درادامهروشساختاولینمیدانیعنی• = ℚ 𝛽𝑟روشساختبقیهمشابهاست.راتوضیحمیدهیم.

𝐵فرضکنید• = 𝛼1, … ,𝛼𝑘یکبلوکمینیمالشامل𝛼لذااینبلوکمتناظرزیرگروه.باشد𝐺𝐵استکهبین
𝐺𝐵و𝐺𝛼زیرگروهینیستپسبینℚ 𝛼وℱ𝒾𝓍 𝐺𝐵میدانینیستوکافیستاینمیدانرابرابر𝐹قراردهیم.
ℚدقتکنیدلازماستاینمیدانراصریحاًمحاسبهکنیموسپسبهفرم• 𝜃بنویسیم.

ℎفرضکنید• 𝑥 = 𝑥 − 𝛼1 … 𝑥 − 𝛼𝑘وپسازپخشکردنℎ 𝑥 = 𝑥𝑘 +⋯+ 𝛽1𝑥 + 𝛽0در
راثابتنگهدارد𝛽𝑖که𝐺بهعکسهرعضو.هاراثابتنگهمیدارد𝛽𝑖ولذاℎچندجملهای𝐺𝐵اینصورتهرعضو

𝐵رابهخودشمینگاردپسعضو𝐺𝐵پس.است𝐹 = ℚ 𝛽0, … ,𝛽𝑘−1.

ℚبراینمایشاینمیدانبهفرم• 𝜃کافیستتوجهکنیداگر𝛼یکعددجبریدرجه𝑛و𝛽درجه𝑚باشد
𝜆آنگاهعددطبیعی ≤ 𝑚𝑛 + ℚیافتمیشودکه1 𝛼,𝛽 = ℚ 𝛼 + 𝜆𝛽

.تکرارکنیم𝛼بهجای𝜃حالکافیاستهمینروندرابرای•



محاسبهیبلوکمینیمال
.باشد𝛼بنابراسلایدقبلیکافیستیکبلوکمینیمالرامحاسبهکنیمکهشامل•

روییکمجموعهبهطورتراگذرعملکنددرزمانچندجملهای𝐺عضوی𝑛اگرگروه:الگوریتماتکینسون•
.میتوانیکبلوکمینیمالشاملعضودلخواهیازمجموعهبرایاینعملیافت𝑛برحسب

.دقتکنیداینالگوریتممستقیماًمشکلماراحلنمیکندچونسایزگروهگالوابزرگاست•

ℚراروی𝑓چندجملهای• 𝛼 𝑥فرضکنیدعلاوهبرعامل.تجزیهمیکنیم𝑥 − 𝛼عواملخطی
𝑥دیگریمانند − 𝑝𝑖 𝛼نیزظاهرشوندکه𝑝𝑖 ∈ ℚ 𝑥.فرضکنید𝑝𝑖 𝛼 = 𝛼𝑖1و ≤ 𝑖 ≤ 𝑟

Λبهسادگی• = 𝛼1, … ,𝛼𝑟یکبلوکاست(𝛼1 = 𝛼)وازآنجاکهعملیکعضو𝐺رویآنبا
لذااینعملمعادلعمل(هستند𝛼چونبقیهچندجملهایهاییبرحسب)مشخصمیشود𝛼عملشروی

𝑟تاجایگشتاز𝑆Λاستولذاباالگوریتماتکینسونیکبلوکمینیمالآنرامیتوانیافت.



(ادامه)مینیمالمحاسبهیبلوک
𝑓پسفرضمیکنیم• 𝑥درتجزیهاشدرℚ 𝛼 𝑥عاملخطیبهغیراز𝑥 − 𝛼ابتدابهیک.ندارد

:قضیهسادهنیازداریم

در𝑓تجزیه)نداشتهباشد𝛼هیچنقطهثابتیجز𝐺𝛼وتراگذرعملکندΩروی𝐺فرضکنید:قضیه•
ℚ 𝛼 𝑥عاملخطیبهغیراز𝑥 − 𝛼و(نداشتهباشدΛیکبلوکمینیمالشامل𝛼آنگاهبرای.باشد

αهر ≠ 𝜃 ∈ ΛخواهیمداشتΛ = 𝜎 𝛼 : 𝜎 ∈ 𝐺𝛼 ,𝐺𝜃

𝜎کافیستدقتکنید:اثبات• 𝛼 : 𝜎 ∈ 𝐺𝛼 ,𝐺𝜃بلوکاستوشاملΛاست.

مهیکافیستبرایه(.درصورتوجود)اینقضیهروشیبرایمحاسبهیبلوکمینیمالبهدستمیدهد•
𝜃ها𝜎 𝛼 : 𝜎 ∈ 𝐺𝛼 ,𝐺𝜃اگر.راحسابکنیموببینیمکدامیکزیرمجموعهیهیچکدامدیگرنیست

(عملاولیهاست)همهمهاینبلوکهابدیهیبودندبلوکمینیمالوجودندارد



(ادامه)محاسبهیبلوکمینیمال
𝜎هدفمامحاسبهی.باشند𝑓دوریشه𝜃و𝛼فرضکنید• 𝛼 : 𝜎 ∈ 𝐺𝛼 ,𝐺𝜃است.

•𝑓 𝑥 = 𝑥 − 𝛼 𝑔2 𝑥 …𝑔𝑟 𝑥و𝑓 𝑥 = 𝑥 − 𝜃 ℎ2 𝑥 …ℎ𝑟 𝑥تجزیهی𝑓بهترتیبرویℚ 𝛼
ℚو 𝜃هدفماشناساییعناصریبهفرم.هستند𝜏1𝜎1…𝜏𝑛𝜎𝑛 𝛼استکه𝜎𝑖هادر𝐺𝜃و𝜏𝑖هادر𝐺𝛼هستند.𝛼

𝜎𝑛لذا.استℎ2هامثلاℎ𝑖ریشهییکیاز 𝛼تنهامیتواندریشهدیگریازℎ2چون)باشد𝜎𝑛هرℎ𝑖رابهخودش
...بهکجاهامیتوانندبروندوها𝜏𝑖تحتعملℎ2حالبایدببینیمریشههای.ودرواقعهمهیآنهامیتواندباشد(میبرد

هاییکهریشهمشترکدارندپیداشوند𝑔𝑗هاوℎ𝑖بنابرحرفهایبالالازماست•
ℚروی𝑓کهباتجزیهکردن 𝛼,𝛽سپسازایناطلاعات.بهسادگیبدستمیآید

𝑥یکگرافدوبخشیحاصلمیشودوریشههایمولفههمبندیشامل − 𝛼در
.اینگرافهمانچیزیاستکهمیخواستیم
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