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گسسته ریاضیات
۱۴۰۰-۱۳۹۹ دوم نیم سال

ریاض علوم ده دانش عقبایی خانم مدرس:

چهارم سری : تحویل تمرین پاسخنامه

پرسش۱

که دارند وجود a, b اعداد با مجاور خانه ی دو کنید ثابت نوشته ایم. n× n جدول ی در دلخواه به را ۱, ۲, . . . , n۲ اعداد
باشند). داشته مشترک رأس هرگاه گوییم مجاور را خانه (دو |a− b| ≥ n+ ۱

خانه ی از باید b به a از رسیدن برای که م کنیم تعریف دفعات تعداد کم ترین را b به a از مسیر ی طول حل. راه

جدول گوشۀ دو در خانه دو (اگر است n− ۱ برابر حداکثر جدول در خانه دو هر برای مقدار این برویم. مجاور خانه ی به
این شود، دور جدول گوشۀ از عمودی یا افق خانه ی آن ها از ی که صورت در و n − ۱ برابر دقیقا مقدار این باشند

م شود). کم واحد ی یا مانده برابر مقدار
برسیم، ری دی به ی از م توانیم گام n− ۱ جداکثر با که آنجا از یریم، ب نظر در را n۲ و ۱ اعداد حاوی خانۀ دو اگر
تفاضل ،( am = n۲ و a۱ = ۱ ) بنامیم a۱, a۲, . . . , am را آن ها اگر که داریم مجاور عدد m < n بین، این در پس

اعداد ترتیب به آن ها دوتایی
a۲ − a۱, a۳ − a۲, . . . , am − am−۱

داشت: خواهیم آنگاه باشند. داشته n+ ۱ از کم تر مطلق قدر اعداد این همۀ کنید فرض م دهند. یل تش را

n۲ − ۱ =
m∑
i=۲

ai − ai−۱ ≤
m∑
i=۲

|ai − ai−۱| < (m− ۱)(n+ ۱) ≤ (n− ۱)(n+ ۱) = n۲ − ۱

دارد. n+ ۱ مساوی یا بزرگ تر مطلق قدر ها ai − ai−۱ از ی و بوده غلط ما فرض پس است. تناقض ی وضوح به که

۱

Guest
Rectangle



پرسش۲

دارند وجود a, b, c ∈ A اعداد کنید ثابت باشد. {۱, ۲, . . . , ۲n} مجموعۀ از عضوی n+۱ زیرمجموعه ای A کنید فرض
نیستند). متمایز لزوما a, b, c ) a+ b = c که

داریم: حالت دو م نامیم. M را A مجموعۀ عدد بزرگ ترین حل. راه

باشد. فرد M .۱

M برابر اعدادی مجموع که م دهند یل تش دوتایی دسته M−۱
۲ و بوده زوج M از کم تر اعداد تعداد حالت این در

دارند:
{۱,M − ۱}, {۲,M − ۲}, . . . , {M − ۱

۲
,
M + ۱

۲
}

کرده ایم، انتخاب دسته ها این از را آن ها که داریم ر دی عدد n و داریم دسته M−۱
۲ ≤ ۲n−۱−۱

۲ = n− ۱ که آن جا از
داشت. خواهند M برابر مجموع نتیجه در و شده انتخاب دسته ی از عدد دو کبوتری لانه اصل طبق پس

باشد. زوج M .۲

به قبل حالت مانند را ر دی اعداد حال است. شده انتخاب نیز عدد این م کنیم فرض و گذاشته کنار را M
۲ عدد

دارند: M برابر اعدادی مجموع که م کنیم تقسیم دوتایی دسته هایی

{۱,M − ۱}, {۲,M − ۲}, . . . , {M
۲

− ۱,
M

۲
+ ۱}

انتخاب دسته ها این از را آن ها که داریم ر دی عدد n− ۱ و داریم دسته M
۲ − ۱ ≤ ۲n−۲

۲ − ۱ = n− ۲ که آن جا از
داشت. خواهند M برابر مجموع نتیجه در و شده انتخاب دسته ی از عدد دو کبوتری لانه اصل طبق پس کرده ایم،

۲



پرسش۳

اعداد مجموع و زوج اعداد مجموع که طوری شده اند انتخاب {۱, ۲, . . . , ۶۴} مجموعۀ از فرد عدد ۱۶ و زوج عدد ۱۶

است. ۶۵ برابر شده انتخاب اعداد از تا دو مجموع کنید ثابت برابرند. هم با فرد

م کنیم: افراز عضوی دو زیرمجموعۀ ۳۲ به را {۱, ۲, . . . , ۶۴} مجموعۀ اعداد حل. راه

{۱, ۶۴} ∪ {۲, ۶۳} ∪ · · · ∪ {۳۲, ۳۳}

زیرمجموعه های این از ی هر از باید بنابراین، نشود. ۶۵ برابر عددی دو هیچ جمع شده گفته اعداد بین از م کنیم فرض
زیرمجموعه های این از ی هر از باید کرده ایم انتخاب عدد ۳۲ چون طرف از شود. انتخاب عدد ی حداکثر عضوی دو
۱۶ از اعداد این باشند. e۱, e۲, . . . , e۱۶ شده انتخاب زوج اعداد کنید فرض شود. انتخاب عدد ی دقیقا عضوی دو
پس بود. خواهند ر دی دستۀ ۱۶ از نیز شده انتخاب فرد اعداد بنابراین و شده انتخاب مختلف عضوی دو زیرمجموعه

با: بود خواهد برابر فرد اعداد مجموع

۱۶× ۶۵−
∑

نشده انتخاب زوج اعداد (∗)

داریم: همچنین

∑
نشده انتخاب زوج اعداد =

∑
زوج اعداد کل −

∑
شده انتخاب زوج اعداد

= (۲+ ۴+ · · ·+ ۶۴)− (e۱ + e۲ + · · ·+ e۱۶)

= ۳۲× ۳۳− (e۱ + e۲ + · · ·+ e۱۶)

داریم: (∗) در آخر عبارت زین جای با

∑
شده انتخاب فرد اعداد = ۱۶× ۶۵− (۳۲× ۳۳− (e۱ + e۲ + · · ·+ e۱۶))

= −۱۶+ (e۱ + e۲ + · · ·+ e۱۶)

( e۱ + e۲ + · · ·+ e۱۶ ) شده انتخاب زوج اعداد مجموع با شده انتخاب فرد اعداد مجموع م دانیم مسئله فرض طبق اما
۶۵ مجموع با عددی جفت وجود عدم که ما اولیۀ فرض و بوده تناقص در آخر خط در آمده بدست معادلۀ با این است. برابر

م کند. رد را بود

۳



پرسش۴

رئوس که دارد وجود مستطیل عب م کنید ثابت است). دلخواه و طبیع عددی k ) کردیم رنگ رنگ، k با را فضا نقاط
باشند. هم رنگ آن

ی نتیجه در و دونقطه خط این روی کبوتری لانه اصل طبق یرید. ب نظر در را نقطه k + ۱ شامل خط ی حل. راه

برای داریم. م باشند) رنگ ی به هم آن رئوس که است ش ای حل، کل در تک رنگ ش از (منظور تک رنگ پاره خط
رئوس شدن مشخص برای حالت

(
k+۱
۲

)
و پاره خط رنگ برای حالت k ) حالت k

(
k+۱
۲

)
پاره خط این رئوس شدن مشخص

داریم. آن)
سطر هر در گفتیم، پیش تر که همان طور یرید. ب نظر در نقطه (k + ۱) × (k

(
k+۱
۲

)
+ ۱) از ل متش ه شب ی حال

k
(
k+۱
۲

)
+ ۱ ما و داشته خود رنگ و قرارگیری برای حالت k

(
k+۱
۲

)
پاره خط این م شود. یافت تک رنگ پاره خط ی

مستطیل این در تک رنگ مستطیل ی بنابراین و داشته مشابه پاره خط ستون دو کبوتری، لانه اصل طبق پس داریم. ستون
در که داشت خواهیم حالت k

(
k+۱
۲

)(
k′

۲

)
پاره خط، مشابه طریق به مستطیل، این رئوس شدن مشخص برای داشت. خواهیم

م باشد. k′ = k
(
k+۱
۲

)
+ ۱ آن

ل متش ه شب هر در یرید. ب نظر در نقطه (k+ ۱)× (k
(
k+۱
۲

)
+ ۱)× (k

(
k+۱
۲

)(
k′

۲

)
+ ۱) از ل متش فضا ی حال

مستطیل این م شود. یافت تک رنگ مستطیل ی کردیم، اثبات پیش تر که همان طور نقطه، (k + ۱)× (k
(
k+۱
۲

)
+ ۱) از

دو کبوتری، لانه اصل طبق پس داریم. ه شب k
(
k+۱
۲

)(
k′

۲

)
+ ۱ ما و داشته خود رنگ و قرارگیری برای حالت k

(
k+۱
۲

)(
k′

۲

)
داشت. خواهیم فضا این در تک رنگ مستطیل معکب ی بنابراین و داشته مشابه مستطیل که م شود یافت ه شب

۴



پرسش۵

تا دو م توان کنید ثابت هستند. ۲, ۳, ۵, ۷ اعداد جزو ی هر اول عوامل که طوری است شده داده طبیع عدد ۱۷ آ)
شود. کامل مربع ضربشان حاصل که طوری کرد انتخاب را اعداد این از

ضرب حاصل کنید ثابت هستند. ۲, ۳, ۵, ۷ اعداد جزو ی هر اول عوامل که طوری است شده داده طبیع عدد ۴۹ ب)
است. طبیع عددی چهارم توان اعداد این از تا ۴

حل. راه

۱۷ این بین از م خواهیم نوشت. ai = ۲αi · ۳βi · ۵γi · ۷ϕi فرم به م توان را اعداد این از ی هر سوال فرض طبق آ)
باشیم: داشته آنها برای که بیابیم ax, ay مانند عدد دو عدد،

αx ≡ αy, βx ≡ βy, γx ≡ γy, ϕx ≡ ϕy (mod ۲)

به ai هر برای ضرب اصل طبق پس داریم. حالت دو دو، پیمانۀ به ai عدد در αi, βi, γi, ϕi اعداد از ی هر برای
خواص با ax, ay عدد دو کبوتری لانه اصل طبق پس داریم، عدد ۱۷ که آن جا از داشت. خواهیم حالت ۱۶ تعداد

م رسد. پایان به اثبات و داشت خواهیم شده گفته

شود. کامل مربع ضربشان که م شوند یافت ax, ay مانند عدد دو عدد ۴۹ این از عدد ۱۷ هر بین از قبل، بخش طبق ب)
تکرار ر دی بار ۱۶ م توانیم را کار این بازم گردانیم. اعداد لیست به را ر دی عدد ۱۵ و کرده انتخاب را عدد دو این
مانند حاصل ضرب ها این از ی هر برای داشت. خواهیم کامل مربع حاصل ضرب با عدد جفت ۱۷ نتیجه در کنیم.
اعداد این از ی هر حال م باشند. زوج اعدادی اول اعداد توان های م دانیم ،bi,j = aiaj = ۲α′

i · ۳β′
i · ۵γ′

i · ۷ϕ′
i

۱۶ قبل، بخش مانند ها bi,j از ی هر برای باشند. داشته دو یا صفر برابر باق مانده ای م توانند چهار پیمانۀ به زوج
یافت bx,y, bz,t مانند عدد دو داریم، bi,j عدد ۱۷ و عدد جفت ۱۷ چون و داشته اول اعداد توان های برای حالت

باشیم: داشته آن ها برای که م شوند

α′
x ≡ α′

y, β′
x ≡ β′

y, γ′
x ≡ γ′

y, ϕ′
x ≡ ϕ′

y (mod ۴)

اثبات و شد خواهند صفر برابر چهار پیمانۀ به هم عدد، دو این ضرب حاصل عدد در اول اعداد توان های بنابراین
م رسد. پایان به

۵



پرسش۶

کنید: ساده ان ام حد تا را زیر مجموع باشند. طبیع اعدادی m,n, k کنید فرض

k∑
i=۰

(−۱)i
(
n

i

)(
m+ n− i

k − i

)

انتخاب نفر k م باشند سرگروه آن ها نفر n که ن بازی m + n بین از م خواهیم م باشد.
(
m
k

)
برابر پاسخ حل. راه

روش به آن محاسبۀ برای م باشد.
(
m
k

)
برابر تعداد این طرف از باشند. عادی ن بازی شده انتخاب افراد تمام که طوری کنیم

و کرده انتخاب جداگانه به طور کاپیتان ها بین از نفر i مرحله هر در م کنیم. استفاده شمول عدم و شمول اصل از ر، دی
با است برابر مقدار این م کنیم. انتخاب باق مانده افراد مجموع از نفر k − i سپس

Ni =

(
n

i

)(
m+ n− i

k − i

)
با: بود خواهد برابر مطلوب حالات تعداد بنابراین

N۰ −N۱ +N۲ − · · ·+ (−۱)kNk =
k∑

i=۰

(−۱)i
(
n

i

)(
m+ n− i

k − i

)

م رسد. پایان به مسئله حل پس است. سوال صورت در شده خواسته عبارت همان که

۶



پرسش۷

است. بخش پذیر ۷ بر اعضایش مجموع که بیابید را {۱, ۲, . . . , ۱۴۰۰} مجموعۀ از عضوی ۳۱ زیرمجموعه های تعداد

{۱, ۲, . . . , ۱۴۰۰} مجموعۀ از عضوی ۳۱ زیرمجموعه های تعداد م کنیم ادعا م باشد. ۱
۷

(۱۴۰۰
۳۱

)
برابر پاسخ حل. راه

این مجموعۀ صورت این در است. برابر ۰ ≤ k ≤ ۶ هر برای م دهد، k با برابر باق مانده ای ۷ بر اعضایش مجموع که
ی هر اعضای تعداد و کرده افراز را {۱, ۲, . . . , ۱۴۰۰} عصوی ۳۱ زیرمجموعه های مجموعۀ ،k هر برای زیرمجموعه ها

شد. خواهند ۱
۷

(۱۴۰۰
۳۱

)
برابر آن ها از

۱۴۰۰ پیمانۀ به را V عضو هر اگر باشد. S برابر {۱, ۲, . . . , ۱۴۰۰} از V زیرمجموعه اعداد مجموع کنید فرض
داشت: خواهیم جدید S برای کرده، جمع ی با و کنیم محاسبه

S ′ ≡ S + ۳۱ ≡ S + ۳ (mod ۷)

داشت: خواهیم عمل این تکرار با

S → S + ۳ → S + ۶ → S + ۲ → S + ۵ → S + ۱ → S + ۴ → S (mod ۷)

ر دی زیرمجموعه ای به م توان را شود ۷ پیمانۀ به ۰ ≤ k ≤ ۶ اعداد از ی آن اعضای مجموع که V زیرمجموعۀ هر پس
تناظری پس است، برگشت پذیر و ی به ی عمل این که آنجا از کرد. تبدیل ۷ پیمانۀ به ۰ ≤ k′ ≤ ۶ اعضای مجموع با
زیرمجموعه هایی مجموعۀ و م شود x برابر ۷ پیمانۀ به آن ها اعضای مجموع که زیرمجموعه هایی مجموعۀ بین ی به ی
هفت این شد گفته آن چه طبق و دارد وجود ۰ ≤ x ̸= y ≤ ۶ هر برای م شود، y برابر ۷ پیمانۀ به آن ها اعضای مجموع که
حل و م کنند تقسیم برابر و مجزا بخش هفت به را {۱, ۲, . . . , ۱۴۰۰} عضوی ۳۱ زیرمجموعه های مجموعۀ مجموعه،

م رسد. پایان به مسئله

۷



پرسش۸

نیستند؟ برابر مجاوری عدد دو هیچ ۱, ۱, ۲, ۲, . . . , n, n اعداد از شت جای چند در

داریم: م کنیم. استفاده شمول عدم و شمول اصل از حل. راه

N(مطلوب (حالات = N(شت ها جای برابر)N−(کل مجاور جفت ی با شت ها (جای

+N(برابر مجاور جفت دو با شت ها −(جای · · ·+ (−۱)nN(برابر مجاور جفت n با شت ها (جای

هر برای م شود، ظاهر شت جای این در بار دو عدد هر چون حال است. (۲n)! تکرار محاسبه بدون شت ها جای کل تعداد
بود. خواهد (۲n)!

۲n برابر شت ها جای کل تعداد پس کرد. تقسیم ۲ بر را عبارت این باید ۱ ≤ i ≤ n عدد
بین از عدد k روش،

(
n
k

)
به باید ابتدا بیابیم. را برابر مجاور جفت k با شت ها جای تعداد م خواهیم کنید فرض حال

۲n− ۲k و دوتایی دسته k پس م کنیم. فرض دسته ی را عدد k این از (i, i) جفت هر سپس کنیم. انتخاب عدد n این
شت های جای تعداد پس م شود. یافت تکراری جفت n− k ، تک دسته های بین در که داشت خواهیم اعداد از تک )دسته
n
k

) (۲n−k)!
۲n−k برابر برابر، مجاور جفت k با شت ها جای کل تعداد نتیجه در و بود خواهد (۲n−۲k+k)!

۲n−k آن ها با شده ساخته
بود. خواهد

با: بود خواهد برابر شده گفته رابطه های طبق مطلوب حالات کل تعداد بنابراین

(۲n)!
۲n

+
n∑

k=۱

(−۱)k
(
n

k

)
(۲n− k)!

۲n−k
=

n∑
k=۰

(−۱)k
(
n

k

)
(۲n− k)!

۲n−k

۸



پرسش۹

اضلاع روی نقطه هر از و کرده ایم تقسیم مساوی قسمت n به نقطه n−۱ گذاشتن با را متساوی الاضلاع مثلث ی ضلع هر
تقسیم کوچ تر متساوی الاضلاع مثلث n۲ به را اصل مثلث خطوط این کرده ایم. رسم مثلث ر دی ضلع دو موازی خط دو

بیابید. را حاصل ل ش در موجود متوازی الاضلاع های تعداد م کنند.

شده حاصل ل ش در حل. راه

۱+ ۲+ · · ·+ (n+ ۱) =
(n+ ۱)(n+ ۲)

۲
=

(
n+ ۲
۲

)

شده انتخاب نقطۀ با خط ی روی که ل ش این ر دی رئوس از ی هر م کنیم. انتخاب را رئوس این از ی داریم. رأس
متوازی الاضلاع هر م شود. مشخص م باشند آن بزرگ قطر روی که متوازی الاضلاع رأس دو کنیم، انتخاب را نباشند
انتخاب دلخواه نقطۀ با هم خط نقاط تعداد باید پس م شود. مشخص بزرگش قطر روی رأس دو با تا ی طور به نیز دلخواه
سمت بالا ناحیۀ دو م آورند. پدید را ناحیه شش که دارند قرار متقاطع خط سه روی نقاط این که کنید دقت بیابیم. را شده
متساوی الاضلاع مثلث ی ناحیه) (سه چپ سمت پایین ناحیۀ جز به باق مانده ناحیه های و متساوی الساقین ذوزنقۀ ی چپ
نقاط این تعداد م دانیم م باشد. برابر متقاطع خط دو روی نقاط تعداد با خط سه این روی نقاط تعداد پس م آورند. پدید

برابر دوم نقطۀ انتخاب برای راه ها تعداد پس است. (n+ ۱) + (n+ ۱)− ۱ = ۲n+ ۱ برابر

(
n+ ۲
۲

)
− (۲n+ ۱) =

(
n

۲

)

برابر نهایی پاسخ ندارد، مسئله حل در تاثیری نقطه دو این ترتیب که آنجا از و بود خواهد

۱
۲

(
n

۲

)(
n+ ۲
۲

)
=

(n− ۱)(n)(n+ ۱)(n+ ۲)
۸

م رسد. پایان به حل و بوده

قاسم نژاد سینا از ر تش با

۹


