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با: است برابر مشخصه ∣∣∣∣∣∣∣∣چندجملە ای

x− 1 −1 0 0
1 x+ 1 0
2 2 x− 2 −1
−1 −1 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣x− 1 −1

1 x+ 1

∣∣∣∣ . ∣∣∣∣x− 2 −1
1 x

∣∣∣∣ = x2(x2 − 2x+ 1)

. = x2(x− 1)2

م دهیم باشد.نشان x2(x− 1)2, x2(x− 1), x(x− 1)2, x(x− 1) از ی باید مینیمال چندجملە ای
است.داریم: ناصفر اول 3تای در A

A2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
−3 −3 3 2
2 2 −2 −1

 , A− I =


0 1 0 0
−1 −2 0 0
−2 −2 1 1
1 1 −1 −1

 ⇒

A(A− I) =


−1 −1 0 0
1 1 0 0
−1 −1 1 1
1 1 −2 −2

 ̸= 0, A2(A− I) =


0 0 0 0
0 0 0 0
−1 −1 1 1
1 1 −1 −1

 ̸= 0,

(A− I)2 =


−1 −2 0 0
2 3 0 0
1 1 0 0
0 0 0 0

 ⇒ A(A− I)2 =


1 1 0 0
−1 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ̸= 0

باشد. x2(x− 1)2 باید مینیمال چندجملە ای پس

۲
که طوری به را i دهید قرار .i هر برای aijxi = −

∑
j ̸=i

aijxj آنگاه x ∈ kernel A کنید فرض

پس |aii|M ≤
∑
j ̸=i

|aij ||xj | ≤
∑
j ̸=i

|aij |M آنگاه |xi| = maxk|xk| = M

پس M = 0 باشیم داشته باید پس است مثبت پرانتز داخل که آنجایی از .(|aii|
∑
j ̸=i

|aij |)M ≤ 0

است. وارون پذیر A و x = 0

۳
کنید تعریف باشد. T تعمیم یافته ویژە های بردار شامل که V از پایه ی را vn, ..., v1 دهید قرار
که ⟨a1v1 + ...+ anvn, b1v1 + ...+ bnvn⟩ = a1b1 + ...+ anbn که ⟨., .⟩ : V × V → C
است V روی خوش تعریف داخل ضرب ی ⟨., .⟩ که کنید چ م توانید هستند. مختلط bها و aها
رند دی ی متعامد T تعمیم یافته ویژه فضاهای هم چنین است. V از ه ی متعامد پایه ی vn, ..., v1 پس

PG(α,T )v =

{
v, α = β

0, α ̸= β
(1) آنگاه: v ∈ G(β, T ) اگر پس

۱



است. G(α, T ) روی V قائم تصویر PG(α,T ) که
داریم: .T متمایز ویژە های مقدار را λm, ..., λ1 دهید قرار

T = T |G(λ1,T )PG(λ1,T ) + ...+ T |G(λm,T )PG(λm,T )

پوچ توان ر عمل ی Nj که T |G(λj ,T ) = λjI + Nj بنویسیم م توانیم j = 1, ...,m هر برای
داریم: پس است. پایا آن تحت G(λj , T ) که است

T = (λ1I +N1)PG(λ1,T ) + ...+ (λmI +Nm)PG(λm,T ) =

λ1PG(λ1,T ) + ...+ λmPG(λm,T )︸ ︷︷ ︸
(2)

+N1PG(λ1,T ) + ...+NmPG(λm,T )︸ ︷︷ ︸
(3)

م دهد نشان (1) .j ∈ {1, ...,m} ی برای vk ∈ G(λj , T ) داریم kثابت ∈ {1, ..., n} ی برای
قطری شدن (2) پس است (2) ویژه بردارهای از پایه ی vn, ..., v1 م برد.پس λjvk به را vk (2)

است پایا Nj تحت G(λj , T ) اما م برد Njvk به را vk (3) که م دهد نشان هم چنین (1) است.
پس است 0 برابر که م برد Ndim V

j vk به را vk, dim V توان به (3) م دهد نشان درواقع (1) پس
کامل اثبات پس م کنند صدق سوال م ح در (3), (2) که م شود دیده سادگ به است. پوچ توان (3)

م شود.

۴
ماتریس ی S آن در که T = S

√
T ∗T داریم polar decomposition نوشتن با T نگاشت هر برای

داریم: است ان ی

A = SA

√
A∗A

A∗A=B∗B
= SA

√
B∗B

B = SB

√
B∗B

}
⇒ SBS

∗
AA = SB

√
B∗B = B ⇒ (۱)

A = SAS
∗
B︸ ︷︷ ︸

Q

B :

{
Q∗Q = SBS

∗
ASAS

∗
B = SBS

∗
B = I

QQ∗ = SAS
∗
BSBS

∗
A = SAS

∗
A = I

√

۵
f : Mn(R) → R تابع باشد. 0 آن ویژه مقادیر همه اگر فقط و اگر است پوچ توان A ماتریس م دانیم
زیرا است شبە اثر تابع ی هستند A ویژه مقادیر λها که f(A) = max{|λ1|, ..., |λn|} ضابطه با
A پس λ1 = ... = λn = 0 آنگاه f(A) = 0 اگر پس هستند ی AB,BA مشخصه جندجملە ای

است. پوچ توان
هر برای f(A) = f(SAS−1) آنگاه باشد شبە اثر f اگر که کنید توجه ابتدا ر دی طرف اثبات برای
شبە اثر توابع برای آن مقدار که آن بدون متشابه ماتریس ی با را A م توان پس وارون پذیر. S هر و A

قطر روی درایە های که پایین مثلث ماتریس ی با پوچ توان ماتریس هر چون کرد. زین جای کند تغییر

۲



.A =

0 · · · 0
. . . ...

∗ 0

 م کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون پس است متشابه است صفر آن اصل

جز به اصل قطر روی 1 درایە های با قطری ماتریس ی Ei = diag(1, ..., 1, 0, 1, ..., 1) دهید قرار
پس است صفر آن اول ستون که است ماتریس AE1 ول E1A = A آنگاه است. صفر که (i, i) درایه
ستون که است ماتریس AE2 ول E2A = A حال است. صفر نیز A اول ستون کرد فرض م توان
است صفر آن ستون های همه که م شود تبدیل ماتریس به A روش این ادامه با است. صفر نیز آن دوم

.f(A) = 0 پس

۳


