
۱
۱ .۱

۱ .۱ .۱

0 ∈ W1, 0 ∈ W2 ⇒ 0 ∈ W1 ∩W2
√

v, w ∈ W1 ∩W2 ⇒

{
v, w ∈ W1 ⇒ v + w ∈ W1

v, w ∈ W2 ⇒ v + w ∈ W2

}
⇒ v +w ∈ W1 ∩W2

√
(۱)

v ∈ W1 ∩W2 ⇒

{
v ∈ W1

c∈F−−−→ cv ∈ W1

v ∈ W2
c∈F−−−→ cv ∈ W2

}
⇒ cv ∈ W1 ∩W2

√
(۲)

۲ .۱ .۱

0 ∈ W1, 0 ∈ W2 ⇒ 0 = 0 + 0 ∈ W1 +W2
√

(۳)
v = v1 + v2 ∈ W1 +W2 : v1 ∈ W1, v2 ∈ W2

w = w1 + w2 ∈ W1 +W2 : w1 ∈ W1, w2 ∈ W2

}
⇒

{
v1 + w1 ∈ W1

v2 + w2 ∈ W2

}
⇒

(v1 +w1)+ (v2 +w2) ∈ W1 +W2 ⇒ v+w = (v1 + v2)+ (w1 +w2) ∈ W1 +W2
√

(۴)

v = v1 + v2 ∈ W1 +W2 :

{
v1 ∈ W1

c∈F−−−→ cv1 ∈ W1

v2 ∈ W2
c∈F−−−→ cv2 ∈ W2

}
⇒ cv1 + cv2 ∈ W1 +W2

⇒ c(v1 + v2) ∈ W1 +W2 ⇒ cv ∈ W1 +W2
√

۳ .۱ .۱

v ∈ W1 ∩W2 ⇒ v ∈ W1 ⇒ v ∈ W1 ∪W2 ⇒ W1 ∩W2 ⊆ W1 ∪W2
√
(∗)

v ∈ W1 ∪W2 ⇒


v ∈ W1

0∈W2−−−−→ v = v + 0 ∈ W1 +W2

or
v ∈ W2

0∈W1−−−−→ v = 0 + v ∈ W1 +W2

 ⇒ (۵)

v ∈ W1 +W2 ⇒ W1 ∪W2 ⊆ W1 +W2
√
(∗∗)

(∗), (∗∗) ⇒ W1 ∩W2 ⊆ W1 ∪W2 ⊆ W1 +W2

۱



۲ .۱
که W1 ∩ W2 = {0} آنگاه یرید ب نظر در yها و xها محور ترتیب به را W2,W1 زیرفضاهای
صفحه در (x , y) نقطه هر هم چنین م باشد W2,W1است اجتماع همان که محور دو زیرمجموعه
(x, y) ∈ W1 +W2 پس (0, y) ∈ W2, (x, 0) ∈ W1 که (x , 0) + (0 , y) با برابر مخنصات
م باشد. نیز است W1 ∪W2 همان که محور 2 شامل که است مختصات صفحه کل W1 +W2 پس

۳ .۱
W1∪W2 که این برای آنگاه w /∈ W1, w ∈ W2 هم چنین و v /∈ W2, v ∈ W1 باشد داشته وجود اگر

باشیم: داشته باید باشد زیرفضا

v ∈ W1 ∪W2

w ∈ W1 ∪W2

}
⇒ v + w ∈ W1 +W2 ⇒


v + w ∈ W1

v∈W1⇒−v∈W1−−−−−−−−−−→
or
v + w ∈ W2

w∈W2⇒−w∈W2−−−−−−−−−−−→
(۶)


−v + v + w ∈ W1 ⇒ w ∈ W1 تناقض
or
−w + v + w ∈ W2 ⇒ v ∈ W2 تناقض

 ⇒ تناقض (۷)

است آن ها از ی اجتماعشان صورت این در که باشد ری دی زیرمجموعه باید زیرفضاها این از ی پس
است. زیرفضا که

۴ .۱

v ∈ W1 ⇒ v ∈ W1 ∪W2

w ∈ W2 ⇒ w ∈ W1 ∪W2

W1 ∪W2 ⊆ S

 ⇒ v ∈ S,w ∈ S ⇒ v+w ∈ S ⇒ W1 +W2 ⊆ S (۸)

۲
است.) میدان F):کنیم اثبات را زیر شرط 3 باید است X زیرفضای Y کنیم ثابت که این برای

(1)0 ∈ Y
(2)∀v, w ∈ Y : v + w ∈ Y
(3)∀v ∈ Y, λ ∈ F : λv ∈ Y

است. صفر نقاط همه در صفر ثابت تابع زیرا است بدیه :(1) شرط
از و است n از کمتر هم جمعشان حاصل درجه باشد n از کمتر چندجملە ای دو درجه اگر :(2) شرط
است صفر نقطه آن در هم جمعشان حاصل آنگاه باشند صفر نقطە ای در چندجملە ای دو هر اگر طرف

است. برقرار هم شرط این پس
کمتر درجە اش بازهم شود ضرب الر اس ی در و باشد n از کمتر چندجملە ای ی درجه اگر :(3) شرط

۲



برقرار هم شرط این پس م شود صفر م شد صفر ابتدا در که نقاط در بازهم هم چنین م ماند باق n از
است.

۳
۱ .۳

نیست.مثال: بسته جمع به نسبت زیرا نیست زیرفضا
a = (1 , 0 , 1 , 0 , ...) → 0 زوج اە های جای در و 1 فرد اە های جای در
b = (0 , 1 , 0 , 1 , ...) → 1 زوج اە های جای در و 0 فرد اە های جای در

نیست. مجموعه عضو پس a + b = (1 , 1 , 1 , 1 , ...) → 1 اە ها جای همه در

۲ .۳
به جایی ی از a , b عضو دو اگر نیز و است مجموعه عضو که (0 , 0 , 0 , ...) زیرا است زیرفضا

زیرا: است صفر بعد به جایی ی از هم آن ها جمع حاصل باشند صفر بعد

a = ( ...︸︷︷︸
n1

, 0, 0, ...)

b = ( ...︸︷︷︸
n2

, 0, 0, ...)

 ⇒ a+ b = ( ...︸︷︷︸
n

, 0, 0, ...), n ≤ max(n1, n2) (۹)

بعد به همان جا از هم باز کنیم ضرب است صفر بعد به جایی ی از که برداری در هم الر اس ی اگر
م شود. صفر

۳ .۳
نزول ر دی کنیم ضرب -1 در نیستند برابر اعضایش همه که را نزول دنباله ی اگر زیرا نیست زیرفضا

بود. نخواهد

۴ .۳
a , b به را هم دنباله دو اگر ثانیاً صفر به است را هم صفر ثابت دنباله م دانیم اولا زیرا است زیرفضا
ضرب c الر اس در را a به را هم دنباله اگر ثالثاً است را هم a + b به دو آن جمع آنگاه باشیم داشته

م شود. را هم ac به کنیم

۵ .۳
صفر ثابت متوال جمله دو هر تفاضل زیرا است مجموعه عضو (0 , 0 , 0 , ...) اولا زیرا است زیرفضا

داریم: ثانیاً است

۳



X = (x1, x2, ...), xj+1 − xj = a ⇒ αX = (αx1, αx2, ...), αxj+1 − αxj = αa
√

(۱۰)
X = (x1, x2, ...), xj+1 − xj = a

Y = (y1, y2, ...), yj+1 − yj = b

}
⇒

{
X + Y = (x1 + y1, x2 + y2, ...)

(xj+1 + yj+1)− (xj + yj) = a+ b

√

۶ .۳
مثال: نیست. زیرفضا

است (2 , 3 , 5 , 9 , ...) برابر (1 , 2 , 4 , 8 , ...) , (1 , 1 , 1 , 1 , ...) هندس دنباله دو جمع
نیست. هندس که

۴
α ∈ V ⇒ α ∈ W1 +W2 ⇒ ∃v ∈ W1, w ∈ W2 : α = v + w

√

α = α1 + α2 : αi ∈ Wi

α = β1 + β2 : βi ∈ Wi

}
⇒ α1 + α2 = β1 + β2 ⇒ α1 − β1 = β2 − α2(∗) (۱۱)

v = α1 − β1 ∈ W1

w = β2 − α2 ∈ W2

W1 ∩W2 = {0}
(∗)

 ⇒ α1 − β1 = 0 = β2 − α2 ⇒ α1 = β1, α2 = β2
√

(۱۲)

۵
نیز و هستند V سره زیرفضاهای Viها که V =

⋃n
i=1 Vi یعن باشد افتاده اتفاق این که م کنیم فرض

چنین (اگر نم شوند تولید بقیه توسط Viها از هیچ کدام یعن کرد حذف را Viها از هیچ کدام نم توان
پس است سره V1 که م دانیم یرید ب نظر در x ∈ V1 دلخواه عضو ی کنید.). حذف را آن بود Viای

این اعضای یرید. ب نظر در را {x + ay|a ∈ R − {0}} مجموعه y.حال ∈ V − V1 دارد وجود
داریم: باشند اگر زیرا نیستند V1 عضو هیچ کدام مجموعه

x+ a1y ∈ V1

x ∈ V1 ⇒ −x ∈ V1

}
⇒ a1y ∈ V1

a−1
1 ∈R

−−−−→ a−1
1 a1y ∈ V1 ⇒ y ∈ V1 تناقض (۱۳)

پس است بی نهایت مجموعه این اعضای تعداد هستند. V2, ..., Vn در همه مجموعه این اعضای پس
آن در مجموعه اعضای از 2تا حداقل که طوری به (2 ≤ k ≤ n)Vk دارد وجود کبوتری لانه اصل طبق

پس: بیافتند
(۱۴)

x+ a1y ∈ Vk

x+ a2y ∈ Vk

}
⇒ (a1−a2)y ∈ Vk

a1 ̸=a2⇒(a1−a2)
−1∈R−−−−−−−−−−−−−−→ (a1−a2)

−1(a1−a2)y ∈ Vk

۴



⇒ y ∈ Vk ⇒ −a1y ∈ Vk

x+ a1y ∈ Vk

}
⇒ x ∈ Vk (۱۵)

م شوند یافت زیرفضاها بقیه در V1 اعضای تمام بنابراین گرفتیم نظر در دلخواه را x ما که کنید دقت اما
به را R میدان روی برداری فضای ی نم توانیم پس است. تناقض که کرد حذف م توان را V1 پس

بنویسیم. آن از سره زیرفضای متناه اجتماع صورت

۵


