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ج  زوه ای  ن م  ورد در ت  وض  ی  ح  ات

اس  ت. ش  ده آم  اده [۱] ک  ت  اب روی از ج  زوه ای  ن م  ط  ال  ب

خ  واه  د ت  دری  س پ  اره ای) (م  ش  ت  ق  ات م  ه  ن  دس  ی ری  اض  ی درس اوّل ق  س  م  ت در ک  ه م  ط  ال  ب  ی
از: ع  ب  ارت ان  د ش  د،

ج  زوه. ای  ن ۱ ف  ص  ل از ۸ . ۱ و ۷ . ۱ ،۶ . ۱ ،۵ . ۱ ،۴ . ۱ ،۳ . ۱ ،۲ . ۱ ،۱ . ۱ ب  خ  ش ه  ای •

ج  زوه. ای  ن ۲ ف  ص  ل از ۲ . ۲ و ۱ . ۲ ب  خ  ش ه  ای •

ج



۱ ف  ص  ل

ک  ران  ه دار م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات

روش ب  ا و ش  د ن  وش  ت  ه دالام  ب  ر ت  وس  ط م  رت  ع  ش ت  ار ح  رک  ت م  ع  ادل  ه ن  ی  وت  ن، ح  رک  ت ق  ان  ون پ  ی  دای  ش از ب  ع  د ان  دک  ی
ح  ل ش  د. ن  وش  ت  ه ف  وری  ه ت  وس  ط ح  رارت ان  ت  ق  ال م  ع  ادل  ه ب  خ  ار، ن  ی  روی ب  ه ک  ارگ  ی  ری ظ  ه  ور ب  ا ش  د. ح  ل او اب  داع  ی
ت  واب  ع پ  ای  ه ه  ای ب  ا س  ری ه  ای  ی ف  وری  ه م  ع  ادل  ه ای  ن ح  ل ب  رای ن  ش  د. م  ق  دور دالام  ب  ر روش از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ع  ادل  ه ای  ن
پ  وس  ت  ه و م  رت  ع  ش ت  ار م  ع  ادل  ه ح  ل ح  رارت ان  ت  ق  ال م  ع  ادل  ه ح  ل ب  ر ع  لاوه ک  ه ن  م  ود م  ع  رف  ی ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس
وس  ی  ع  ی خ  ان  واده ح  ل ش  د ان  ج  ام ح  ل اب  زار ای  ن روی ب  ر ب  ع  ده  ا ک  ه ت  ع  م  ی  م ه  ای  ی ب  ا م  ی ن  م  ود. م  م  ک  ن ن  ی  ز را م  رت  ع  ش
و آن ت  ع  م  ی  م ه  ای و ف  وری  ه س  ری م  ع  رف  ی ف  ص  ل ای  ن از ه  دف گ  ردی  د. م  م  ک  ن پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از

اس  ت. پ  اره ای م  ع  ادلات ح  ل ب  رای آن  ه  ا از اس  ت  ف  اده

س  ری م  ح  اس  ب  ه ب  ه ۲ . ۱ ب  خ  ش در م  ی پ  ردازی  م. آن م  ح  اس  ب  ه ن  ح  وه و ف  وری  ه س  ری ب  ه م  ع  رف  ی ۱ . ۱ ب  خ  ش در
را آن از اس  ت  ف  اده ه  ای  ی و ف  وری  ه س  ری ت  ع  م  ی  م ه  ای ب  ع  دی ب  خ  ش ه  ای در م  ی پ  ردازی  م. ف  رد و زوج ت  واب  ع ف  وری  ه

داری  م.

ف  وری  ه س  ری ۱ . ۱

ی  ادآوری ب  ه ک  ار ای  ن ان  ج  ام ب  ه ش  روع از ق  ب  ل اس  ت. آن م  ح  اس  ب  ه و ف  وری  ه س  ری م  ع  رف  ی ب  خ  ش ای  ن از ه  دف
م  ی پ  ردازی  م. ن  ی  از م  ورد م  ط  ال  ب



ک  ران  ه دار۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

داش  ت  ه 𝑥 م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه ب  رای اگ  ر گ  وی  ی  م 𝑇 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی ℝرا دام  ن  ه ب  ا 𝑓(𝑥) ت  اب  ع ت  ن  اوب  ی: ت  اب  ع
،۳𝑇 ،۲𝑇 ص  ورت ای  ن در ب  اش  د 𝑓ت  ن  اوب دوره 𝑇 > ۰ اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه .𝑓(𝑥 +𝑇) = 𝑓(𝑥) ب  اش  ی  م

اس  ت. ت  ن  اوب دوره ی  ک ن  ی  ز 𝑛 ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر ب  رای 𝑛𝑇 ،⋯

اس  ت. ۲𝑛𝜋 ،⋯ ،۴𝜋 ،۲𝜋ت  ن  اوب دوره ه  ای ب  ا ت  ن  اوب  ی 𝑓(𝑥) = sin𝑥 ت  اب  ع .۱ . ۱ م  ث  ال

گ  وی  ن  د. اول  ی  ه ت  ن  اوب دوره وج  ود ص  ورت در را، ت  ن  اوب دوره ک  وچ  ک ت  ری  ن .۱ . ۱ ت  ع  ری  ف

اول  ی  ه ت  ن  اوب دوره ف  اق  د 𝑔(𝑥) = ۵ ت  اب  ع و ۲𝜋 اول  ی  ه ت  ن  اوب دوره دارای 𝑓(𝑥) = sin𝑥 ت  اب  ع .۲ . ۱ م  ث  ال
اس  ت. آن ت  ن  اوب دوره ی  ک م  ث  ب  ت ع  دد ه  ر چ  ون اس  ت

ت  اب  ع ت  ع  ری  ف آن ط  ب  ق اس  ت. م  ت  ف  اوت اس  ت  ان  دارد ت  ن  اوب  ی ت  اب  ع ت  ع  ری  ف ب  ا ف  وق ت  ن  اوب  ی ت  اب  ع ت  ع  ری  ف ت  ذک  ر.
اس  ت ای  ن ام  ر ای  ن ع  ل  ت م  ی گ  ردد. م  ن  ظ  ور ت  اب  ع ت  ن  اوب دوره ت  ن  اوب، دوره ک  وچ  ک ت  ری  ن و ن  ی  س  ت ت  ن  اوب  ی ث  اب  ت
ف  ض  ای ای  ن ℝاس  ت. روی ب  رداری ف  ض  ای ی  ک 𝑇 ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی ت  واب  ع م  ج  م  وع  ه ف  وق، م  ف  ه  وم ب  ا ک  ه

م  ی ک  ن  د. ک  م  ک آن ک  ارب  رد و ف  وری  ه س  ری اه  م  ی  ت درک ب  ه ب  رداری

م  ی آی  د. زی  ر ت  ع  ری  ف در دی  گ  ر ن  ی  از م  ورد م  ف  ه  وم

ج  ه  ش  ی ن  وع از آن ن  اپ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  اط اگ  ر گ  وی  ی  م پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه را 𝑔(𝑥) ت  اب  ع پ  ی  وس  ت  ه: ق  ط  ع  ه  ب  ه ق  ط  ع  ه ت  اب  ع
و ب  س  ت  ه ب  ازه ه  ر در ب  ه ع  لاوه ب  اش  د. م  ت  ف  اوت ول  ی م  ت  ن  اه  ی و م  وج  ود ن  ق  اط ای  ن در راس  ت و چ  پ ح  د ی  ع  ن  ی ب  اش  د.

ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۱ . ۱ (ب  ه ش  ک  ل ب  اش  د. م  ت  ن  اه  ی آن  ه  ا ت  ع  داد ک  ران  ه دار

پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ت  اب  ع :۱ . ۱ ش  ک  ل

اس  ت. ک  س  ی  ن  وس ه  ا و س  ی  ن  وس ه  ا ح  س  ب ب  ر م  ت  ن  اوب ت  واب  ع ن  وش  ت  ن ب  رای اب  زاری ف  وری  ه س  ری ف  وری  ه: س  ری



ف  وری  ه س  ری . ۱ . ۱۳

و ب  اش  د 𝑇 = ۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه و ت  ن  اوب  ی ت  اب  ع ی  ک 𝑓(𝑥) اگ  ر دق  ی  ق ت  ر ب  ه ع  ب  ارت
داش  ت  ه ن  ق  ط  ه م  ت  ن  اه  ی ت  ع  دادی در اح  ت  م  الاً ب  ه ج  ز ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د م  وج  ود {𝑏𝑛}∞𝑛=۱ و {𝑎𝑛}∞𝑛=۰ دن  ب  ال  ه ه  ای

ب  اش  ی  م:

𝑓(𝑥) = 𝑎۰۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿵𝑎𝑛 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿸.

گ  وی  ن  د. 𝑓(𝑥) ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری را ف  وق س  ری

خ  واه  د ن  ق  ط  ه م  ت  ن  اه  ی ت  ع  دادی در اح  ت  م  الاً ب  ه ج  ز ن  ق  ط  ه وار ت  س  اوی آن، ف  وری  ه س  ری و ت  اب  ع ب  ی  ن ت  س  اوی ت  ذک  ر.
ب  ود.

ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه را 𝑏𝑛 ه  ا و 𝑎𝑛 ه  ا م  ی ب  ای  س  ت  ی ف  وری  ه س  ری ت  ع  ی  ی  ن ب  رای ک  ن  ی  د ت  وج  ه

س  ری ب  رای ∫ک  ه ت  ع  وی  ض∑و ف  رض (ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ان  ت  گ  رال ۲𝑝 ت  ا ۰ از ف  وری  ه س  ری ط  رف  ی  ن از :𝑎۰ م  ح  اس  ب  ه
آوری  د: ب  ه دس  ت اس  ت) م  ق  دور ه  م  ی  ش  ه ف  وری  ه

𝑎۰ = ۱
𝑝􏾙

۲𝑝

۰
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ان  ت  گ  رال ۲𝑝 ت  ا ۰ از و ض  رب 𝑚ث  اب  ت ≠ ۰ ،cos 𝑚𝜋𝑥𝑝 در را ف  وری  ه س  ری ط  رف  ی  ن :𝑎𝑛 م  ح  اس  ب  ه
م  ث  ل  ث  ات  ی ات  ح  اده  ای ب  ه ت  وج  ه

cos𝐴 ⋅ cos𝐵 = ۱
۲􏿮 cos(𝐴−𝐵) + cos(𝐴+𝐵)􏿱

sin𝐴 ⋅ cos𝐵 = ۱
۲􏿮 sin(𝐴−𝐵) + sin(𝐴+𝐵)􏿱

م  ی آوری  د: ب  ه دس  ت

𝑎𝑚 = ۱
𝑝􏾙

۲𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos 𝑚𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

ق  رار اب  ت  دا م  ی ب  ای  س  ت  ی 𝑎۰ م  ح  اس  ب  ه ب  رای ل  ی  ک  ن دارد، درب  ر ن  ی  ز را 𝑎۰ ف  رم  ول 𝑎𝑚 ف  رم  ول ای  ن ک  ن  ی  د ت  وج  ه ت  ذک  ر.
ک  ن  ی  م. اق  دام م  ح  اس  ب  ه ب  ه س  پ  س =𝑚و ۰ ده  ی  م



ک  ران  ه دار۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

ف  رم  ول ه  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا ،۲𝑝 ت  ا ۰ از ان  ت  گ  رال گ  ی  ری و sin 𝑚𝜋𝑥
𝑝 در ف  وری  ه س  ری ط  رف  ی  ن ض  رب از :𝑏𝑛 م  ح  اس  ب  ه

و ف  وق م  ث  ل  ث  ات  ی
sin𝐴 ⋅ sin𝐵 = ۱

۲􏿮 cos(𝐴−𝐵) − cos(𝐴+𝐵)􏿱

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت
𝑏𝑚 = ۱

𝑝􏾙
۲𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑚𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

گ  وی  ن  د. ف  وری  ه ض  رای  ب را 𝑏𝑛 ه  ا و 𝑎𝑛 ه  ا ه  م  چ  ن  ی  ن گ  وی  ن  د. ف  وری  ه اول  ر ف  رم  ول ه  ای را ف  وق 𝑏𝑛 و 𝑎𝑛 ف  رم  ول ه  ای

آوری  د. ب  ه دس  ت را 𝑓(𝑥+ ۲𝜋) = 𝑓(𝑥) و 𝑓(𝑥) = 𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۲𝜋 ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری .۳ . ۱ م  ث  ال

.𝑝 = 𝜋 داری  م ۲𝑝 = ۲𝜋 از ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه را ف  وری  ه ض  رای  ب ک  اف  ی  س  ت ح  ل.

𝑎۰ = ۱
𝜋􏾙

۲𝜋

۰
𝑥𝑑𝑥 = 𝑥۲

۲𝜋􏿗
۲𝜋

۰
= ۲𝜋

𝑎𝑛 = ۱
𝜋􏾙

۲𝜋

۰
𝑥cos𝑛𝑥𝑑𝑥 = ۱

𝜋􏿯𝑥
sin𝑛𝑥
𝑛 􏿗

۲𝜋

۰
−􏾙

۲𝜋

۰

sin𝑛𝑥
𝑛 𝑑𝑥􏿲 = ۰

𝑏𝑛 = ۱
𝜋􏾙

۲𝜋

۰
𝑥sin𝑛𝑥𝑑𝑥 = ۱

𝜋􏿯−𝑥
cos𝑛𝑥
𝑛 􏿗

۲𝜋

۰
+􏾙

۲𝜋

۰

cos𝑛𝑥
𝑛 𝑑𝑥􏿲 = − ۲𝑛

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑓(𝑥) = 𝜋−
∞
􏾜
𝑛=۱

۲
𝑛 sin𝑛𝑥.

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑥 = 𝜋
۲ ن  ق  ط  ه در .𝜋 = 𝜋 م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑥 = 𝜋 ن  ق  ط  ه در ک  ن  ی  د ت  وج  ه

ی  ا 𝜋۲ = 𝜋−∑
∞
𝑛=۱

۲
𝜋 sin

𝑛𝜋
۲

∞
􏾜
𝑘=۰

(−۱)𝑘
۲𝑘+ ۱ =

𝜋
۴ .

ت  س  اوی ن  اپ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  اط در پ  س 𝜋اس  ت. ب  راب  ر ف  وری  ه س  ری م  ق  دار ل  ی  ک  ن 𝑓(𝑥) = ۰ داری  م 𝑥 = ۰ ب  رای
ن  ی  س  ت. ب  رق  رار

م  ی پ  ردازی  م. ف  وری  ه س  ری ب  رای ف  وری  ه ش  رای  ط ب  ه ب  ی  ان ح  ال



ف  وری  ه س  ری . ۱ . ۱۵

𝑓 ف  وری  ه س  ری آن گ  اه ب  اش  د ۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و 𝑓 اگ  ر .۱ . ۱ خ  اص  ی  ت
ب  راب  ر س  ری م  ق  دار 𝑓 پ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  اط در اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل اول  ر-ف  وری  ه ف  رم  ول ه  ای از آن ض  رای  ب و م  وج  ود
دق  ی  ق ت  ر ب  ه ع  ب  ارت اس  ت. راس  ت و چ  پ ح  د م  ی  ان  گ  ی  ن ب  ا ب  راب  ر س  ری م  ق  دار ن  اپ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  اط در و ت  اب  ع م  ق  دار ب  ا

ن  وش  ت: م  ی ت  وان
𝑓(𝑥+) + 𝑓(𝑥−)

۲ = 𝑎۰۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿵𝑎𝑛 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿸.

آوری  د. ب  ه دس  ت را 𝑓(𝑥+ ۲) = 𝑓(𝑥) و 𝑓(𝑥) = (𝑥 − ۱)۲, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۲ ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری .۴ . ۱ م  ث  ال

.𝑝 = ۱ پ  س .۲𝑝 = ۲ ح  ل.

𝑎۰ = ۱
۱􏾙

۲

۰
(𝑥 − ۱)۲ 𝑑𝑥 = (𝑥 − ۱)

۳

۳ 􏿗
۲

۰
= ۲
۳

𝑎𝑛 = ۱
۱􏾙

۲

۰
(𝑥 − ۱)۲ cos𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥

= (𝑥 − ۱)۲sin𝑛𝜋𝑥𝑛𝜋 􏿗
۲

۰
−􏾙

۲

۰
۲(𝑥 − ۱) sin𝑛𝜋𝑥𝑛𝜋 𝑑𝑥

= −۲􏿯(𝑥 − ۱) cos𝑛𝜋𝑥−𝑛۲𝜋۲ 􏿗
۲

۰
−􏾙

۲

۰

cos𝑛𝜋𝑥
−𝑛۲𝜋۲ 𝑑𝑥􏿲 =

۴
𝑛۲𝜋۲ .

و
𝑏𝑛 = ۱

۱􏾙
۲

۰
(𝑥 − ۱)۲ sin𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥

= −(𝑥 − ۱)۲cos𝑛𝜋𝑥𝑛𝜋 􏿗
۲

۰
+􏾙

۲

۰
۲(𝑥 − ۱) cos𝑛𝜋𝑥𝑛𝜋 𝑑𝑥

= ۲(𝑥 − ۱) sin𝑛𝜋𝑥𝑛۲𝜋۲ 􏿗
۲

۰
−􏾙

۲

۰
۲ sin𝑛𝜋𝑥𝑛۲𝜋۲ 𝑑𝑥 = ۰.

اس  ت. زوج ت  اب  ع  ی ف  وق 𝑓(𝑥) چ  ون اس  ت. ت  ش  خ  ی  ص ق  اب  ل م  ح  اس  ب  ه ب  دون 𝑏𝑛 = ۰ ت  ذک  ر.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ت  رت  ی  ب ب  دی  ن

𝑓(𝑥) = ۱
۳ +

∞
􏾜
𝑛=۱

۴
𝑛۲𝜋۲ cos𝑛𝜋𝑥.

.∑∞
𝑛=۱

(−۱)𝑛+۱
𝑛۲ = 𝜋۲

۱۲ ،𝑥 = ۱ ب  رای ∞∑و
𝑛=۱

۱
𝑛۲ =

𝜋۲
۶ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑥 = ۰ ب  رای



ک  ران  ه دار۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

اس  ت. ت  ن  اوب دوره ان  ت  خ  اب از م  س  ت  ق  ل ف  وری  ه س  ری (۱ ت  ذک  ر.

درج  ه از ب  ی  ش  ت  ر دوت  ا 𝑏𝑛 و 𝑎𝑛 ک  س  ر م  خ  رج در 𝑛 درج  ه ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑓 اگ  ر (۲
درج  ه ب  اش  د ن  اپ  ی  وس  ت  ه +𝑚آن ۱ م  ش  ت  ق و پ  ی  وس  ت  ه 𝑚 ام م  ش  ت  ق ت  ا 𝑓′ و 𝑓 اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ص  ورت

دارد. ص  ح  ت ن  ی  ز م  ط  ل  ب ای  ن ع  ک  س اس  ت. ص  ورت درج  ه از ب  ی  ش  ت  ر +𝑚ت  ا ۲ م  خ  رج

اس  ت. ع  ددی س  ری ه  ای م  ح  اس  ب  ه ف  وری  ه س  ری ک  ارب  رد ه  ای از ی  ک  ی (۳

۱ . ۱ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ت  ع  ی  ی  ن را زی  ر ت  واب  ع از ی  ک ه  ر ت  ن  اوب دوره م  ج  م  وع  ه . ۱

sin𝑛𝑥cos۲𝑚𝑥 sin𝑛𝜋𝑥cos𝑚𝜋𝑥آ) ب)

اس  ت. ب  رداری ف  ض  ای 𝑇ی  ک دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی ت  واب  ع م  ج  م  وع  ه ده  ی  د ن  ش  ان . ۲

اس  ت. ت  ن  اوب دوره ان  ت  خ  اب از م  س  ت  ق  ل ف  وری  ه س  ری ده  ی  د ن  ش  ان . ۳

دوت  ا 𝑏𝑛 و 𝑎𝑛 ک  س  ر م  خ  رج 𝑛 درج  ه آن گ  اه ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑓 اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان . ۴
اس  ت. ک  س  ر ص  ورت درج  ه از ب  ی  ش  ت  ر

ت  ا 𝑓 آن گ  اه ب  اش  د ص  ورت درج  ه از ب  ی  ش  ت  ر +𝑚ت  ا ۲ ح  داق  ل 𝑏𝑛 و 𝑎𝑛 م  خ  رج در 𝑛 درج  ه اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان . ۵
اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه آن 𝑚 ام م  ش  ت  ق

∞∑و
𝑛=۱

۱
𝑛۲ م  ق  ادی  ر 𝑓(𝑥 + ۲𝜋) = 𝑓(𝑥) و |𝑥| < 𝜋 روی 𝑓(𝑥) = 𝑥۲ ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۶

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ∞∑را
𝑛=۱

(−۱)𝑛+۱
𝑛۲

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ∞∑را
𝑛=۱

(−۱)𝑛
۴𝑛۲−۱ س  ری 𝑓(𝑥) = | cos𝑥| ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۷



ف  رد و زوج ت  واب  ع ف  وری  ه س  ری . ۲ . ۱۷

∑∞
𝑛=۱

۱
(۲𝑛+۱)۴ س  ری  𝑓(𝑥 + ۴) = 𝑓(𝑥) و 𝑓(𝑥) = |𝑥|۳, |𝑥| ≤ ۲ ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۸

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ∞∑را
𝑛=۱

۱
𝑛۴ و

س  ری 𝑓(𝑥 + ۲) = 𝑓(𝑥) و 𝑓(𝑥) = 𝑥(۱ − |𝑥|), |𝑥| ≤ ۱ ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۹
ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ∞∑را

𝑛=۰
(−۱)𝑛
(۲𝑛+۱)۳

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه م  ن  اس  ب ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا ∞∑را
𝑛=۱

۱
𝑛۶ م  ق  دار . ۱۰

ف  رد و زوج ت  واب  ع ف  وری  ه س  ری ۲ . ۱
ت  اب  ع ان  ت  گ  رال ب  ودن ص  ف  ر ام  ر ای  ن ع  ل  ت م  ی گ  ردد. م  ح  اس  ب  ه س  اده ت  ر ف  وری  ه س  ری م  ح  اس  ب  ه ف  رد و زوج ت  واب  ع ب  رای

م  ی پ  ردازی  م. ف  رد و زوج ت  واب  ع از خ  واص  ی و م  ف  اه  ی  م ی  ادآوری ب  ه اب  ت  دا در اس  ت. ق  ری  ن  ه دام  ن  ه روی ف  رد
.𝑔(−𝑥) = 𝑔(𝑥) و ق  ری  ن  ه آن دام  ن  ه اگ  ر گ  وی  ی  م زوج را 𝑔(𝑥) ت  اب  ع

.ℎ(−𝑥) = −ℎ(𝑥) و ق  ری  ن  ه آن دام  ن  ه اگ  ر گ  وی  ی  م ف  رد را ℎ(𝑥) ت  اب  ع

اس  ت. زوج ت  اب  ع ی  ک زوج ت  اب  ع دو ح  اص  ل ض  رب (۱ .۲ . ۱ خ  اص  ی  ت

اس  ت. زوج ت  اب  ع ی  ک ن  ی  ز ف  رد ت  اب  ع دو ح  اص  ل ض  رب (۲

اس  ت. ف  رد ت  اب  ع ی  ک ف  رد ت  اب  ع ی  ک و زوج ت  اب  ع ی  ک ح  اص  ل ض  رب (۳

.∫𝑎
−𝑎
ℎ(𝑥)𝑑𝑥 = ۰ آن گ  اه ب  اش  د ف  رد ℎ اگ  ر (۴

.∫𝑎
−𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ۲∫

𝑎

۰
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 آن گ  اه ب  اش  د زوج 𝑔 اگ  ر (۵

اس  ت. زی  ر خ  اص  ی  ت ف  رد و زوج ت  واب  ع ف  وری  ه س  ری م  ح  اس  ب  ه ب  رای دی  گ  ر ن  ی  از م  ورد م  ط  ل  ب

داری  م: 𝑑 ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ه  ر ب  رای آن گ  اه 𝑇ب  اش  د ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی ت  اب  ع 𝑓(𝑥) اگ  ر .۳ . ۱ خ  اص  ی  ت

􏾙
𝑑+𝑇

𝑑
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =􏾙

𝑇

۰
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.



ک  ران  ه دار۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

داری  م: ان  ت  گ  رال خ  واص ب  ه ت  وج  ه ب  ا ع  ل  ت.

􏾙
𝑑+𝑇

𝑑
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =􏾙

۰

𝑑
𝑓(𝑥)𝑑𝑥+􏾙

𝑇

۰
𝑓(𝑥)𝑑𝑥+􏾙

𝑇+𝑑

𝑇
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

داری  م: 𝑥 = 𝑡 +𝑇 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر و 𝑓 ب  ودن ت  ن  اوب  ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا دی  گ  ر ط  رف از

􏾙
𝑇+𝑑

𝑇
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =􏾙

𝑑

۰
𝑓(𝑡 +𝑇)𝑑𝑡 =􏾙

𝑑

۰
𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

.∫𝑑+𝑇
𝑑

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
𝑇

۰
𝑓(𝑥)𝑑𝑥پ  س

اس  ت. ن  م  ای  ش ق  اب  ل ن  ی  ز زی  ر ب  ه ص  ورت اول  ر-ف  وری  ه ف  رم  ول ه  ای .۴ . ۱ ن  ت  ی  ج  ه

𝑎𝑛 = ۱
𝑝􏾙

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

𝑏𝑛 = ۱
𝑝􏾙

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر خ  اص  ی  ت اس  ت، زوج ت  اب  ع  ی ک  س  ی  ن  وس و ف  رد ت  اب  ع  ی س  ی  ن  وس ای  ن ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا

آن گ  اه ب  اش  د، ۲𝑝ت  ن  اوب دورهٔ ب  ا و زوج 𝑔(𝑥) اگ  ر (۱ .۵ . ۱ خ  اص  ی  ت

𝑎𝑛 = ۲
𝑝􏾙

𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 , 𝑏𝑛 = ۰

𝑔(𝑥) = 𝑎۰۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑎𝑛 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 .

آن گ  اه ب  اش  د، ۲𝑝ت  ن  اوب دورهٔ ب  ا ف  رد ت  اب  ع  ی ℎ(𝑥) اگ  ر (۲

𝑎𝑛 = ۰ , 𝑏𝑛 = ۲
𝑝􏾙

𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

ℎ(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑏𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 .

ک  س  ی  ن  وس  ی زوج ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری و س  ی  ن  وس  ی ف  رد ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری م  ی گ  وی  ن  د خ  اص  ی  ت ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا ت  ذک  ر.
اس  ت.

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را 𝑓(𝑥+ ۲𝜋) = 𝑓(𝑥) و 𝑓(𝑥) = 𝑥|𝑥|, |𝑥| < 𝜋 ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری .۵ . ۱ م  ث  ال



ف  رد و زوج ت  واب  ع ف  وری  ه س  ری . ۲ . ۱۹

و 𝑝 = 𝜋 ی  ا ۲𝑝 = ۲𝜋 و 𝑎𝑛 = ۰ پ  س اس  ت. ف  رد ت  اب  ع ای  ن ح  ل.

𝑏𝑛 = ۲
𝜋􏾙

𝜋

۰
𝑥۲ sin𝑛𝑥𝑑𝑥 = ۲

𝜋􏿯𝑥
۲ cos𝑛𝑥
−𝑛 􏿖

𝜋
۰
−􏾙

𝜋

۰
۲𝑥 cos𝑛𝑥−𝑛 𝑑𝑥􏿲

= ۲𝜋
𝑛 (−۱)

𝑛+۱ + ۴
𝜋􏿯𝑥

sin𝑛𝑥
𝑛۲ 􏿖

𝜋
۰
−􏾙

𝜋

۰

sin𝑛𝑥
𝑛۲ 𝑑𝑥􏿲

= ۲𝜋
𝑛 (−۱)

𝑛+۱ + ۴
𝜋𝑛۳ 􏿮(−۱)

𝑛 − ۱􏿱.
پ  س

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿻۲𝜋𝑛 (−۱)

𝑛+۱ + ۴
𝜋𝑛۳ 􏿮(−۱)

𝑛 − ۱􏿱􏿾 sin𝑛𝑥.

داری  م: 𝑥 = 𝜋
۲ ب  رای

𝜋۲

۴ = ۲𝜋
∞
􏾜
𝑘=۰

(−۱)𝑘
۲𝑘+ ۱ −

۸
𝜋

∞
􏾜
𝑘=۰

(−۱)𝑘
(۲𝑘+ ۱)۳ .

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑓(𝑥 + ۲𝜋) = 𝑓(𝑥) ،𝑓(𝑥) = 𝑥, |𝑥| ≤ 𝜋 ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب .∑∞

𝑘=۰
(−۱)𝑘
۲𝑘+۱ =

𝜋
۴

∞
􏾜
𝑘=۰

(−۱)𝑘
(۲𝑘+ ۱)۳ =

𝜋۳

۳۲ .

را خ  اص  ی  ت ای  ن اس  ت م  ق  دور ب  ی  ش  ت  ری ع  ددی س  ری ه  ای م  ح  اس  ب  ه پ  ارس  ی  وال ت  س  اوی از اس  ت  ف  اده ب  ا
داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت

زی  ر ان  د. س  ری ه  ای دارای ۲𝑝 ت  ن  اوب  ی دوره ه  ای ب  ا 𝑔(𝑥) و 𝑓(𝑥) ک  ن  ی  د ف  رض .۶ . ۱ خ  اص  ی  ت

𝑓(𝑥) = 𝑎۰۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿵𝑎𝑛 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿸

𝑔(𝑥) = 𝑐۰۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿵𝑐𝑛 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 + 𝑑𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿸

آن گ  اه
𝑎۰𝑐۰
۲ +

∞
􏾜
𝑛=۱
(𝑎𝑛𝑐𝑛 +𝑏𝑛𝑑𝑛) = ۱

𝑝􏾙
𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.



ک  ران  ه دار۱۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

∑ م  ح  ل ت  ع  وی  ض ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ان  ت  گ  رال 𝑝 𝑝−ت  ا از و ض  رب 𝑔(𝑥)/𝑝 در را 𝑓(𝑥) ف  وری  ه س  ری ط  رف  ی  ن ع  ل  ت.
م  ی ده  ن  د. ب  ه دس  ت را 𝑑𝑛 و 𝑐𝑛 ح  اص  ل، ∫ان  ت  گ  رال ه  ای و

س  ی  ن  وس  ی س  ری ه  ای ۲𝜋ت  ن  اوب دوره ب  ا 𝑔(𝑥) = 𝑥۳ و 𝑓(𝑥) = 𝑥, |𝑥| < 𝜋 ت  اب  ع دو ب  رای .۶ . ۱ م  ث  ال
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت زی  ر

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۱

۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 sin𝑛𝑥

𝑔(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿯۲𝜋

۲

𝑛 (−۱)𝑛+۱ + ۱۲(−۱)𝑛
𝑛۳ 􏿲 sin𝑛𝑥.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت پ  ارس  ی  وال ت  س  اوی از اس  ت  ف  اده ب  ا
∞
􏾜
𝑛=۱

۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 􏿯۲𝜋

۲

𝑛 (−۱)𝑛+۱ + ۱۲(−۱)𝑛
𝑛۳ 􏿲 = ۱

𝜋􏾙
𝜋

−𝜋
𝑥۴ 𝑑𝑥 = ۲𝜋۴

۵

ی  ا
∞
􏾜
𝑛=۱

۱
𝑛۴ =

۱
۱۲􏿮 −

𝜋۴

۵ + ۲𝜋۲
∞
􏾜
𝑛=۱

۱
𝑛۲ 􏿱

= ۱
۱۲􏿮 −

𝜋۴

۵ + ۲𝜋۲𝜋۲

۶ 􏿱 =
𝜋۴

۹۰ .

اب  زاری را آن  ه  ا ک  ه دارن  د را ب  ه خ  ود م  خ  ص  وص خ  اص  ی  ت ک  س  ی  ن  وس  ی و س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه س  ری دو از ی  ک ه  ر
م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان ای  ن ج  ا در را خ  واص ای  ن م  ی س  ازد. پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ب  رای

اس  ت. زی  ر ب  رداری ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک 􏿺 sin 𝑛𝜋𝑥
𝑝 􏿽

∞

𝑛=۱
دن  ب  ال  ه (۱ .۷ . ۱ خ  اص  ی  ت

𝑉۱ =􏿼𝑓 ∶ ℝ→ℝ ∶ ،𝑓(𝑚𝑝) = ۰ ،۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی و ف  رد 𝑓

پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و 𝑓 و ،𝑚 ∈ℤ ،𝑥 = 𝑚𝑝ن  ق  اط در پ  ی  وس  ت  ه 𝑓􏿿

اس  ت. زی  ر ب  رداری ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک 􏿺 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿽
∞

𝑛=۰
دن  ب  ال  ه (۲

𝑉۲ =􏿼𝑓 ∶ ℝ→ℝ ∶ 𝑓′ پ  ی  وس  ت  ه، و زوج 𝑓 ،۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی 𝑓

𝑚 ∈ℤ ،𝑓′(𝑚𝑝) = ۰ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑥 = 𝑚𝑝 در 𝑓′ پ  ی  وس  ت  ه، ��ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه



ف  رد و زوج ت  واب  ع ف  وری  ه س  ری . ۲ . ۱۱۱

پ  س اس  ت ف  رد 𝑓 چ  ون اس  ت. م  وج  ود 𝑓 ف  وری  ه س  ری ب  اش  د 𝑓 ∈ 𝑉۱ اگ  ر ،۱ . ۱ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق (۱ ع  ل  ت.
ی  ع  ن  ی: اس  ت. س  ی  ن  وس  ی آن ف  وری  ه س  ری

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑏𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 , 𝑏𝑛 = ۲

𝑝􏾙
𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

اس  ت. ب  رق  رار ن  ق  اط ای  ن در ف  وری  ه س  ری ت  س  اوی پ  س اس  ت پ  ی  وس  ت  ه 𝑥 = 𝑚𝑝ن  ق  اط در 𝑓 چ  ون
پ  س: اس  ت پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و زوج و پ  ی  وس  ت  ه 𝑓 چ  ون (۲

𝑓(𝑥) = 𝑎۰۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑎𝑛 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 , 𝑎𝑛 = ۲

𝑝􏾙
𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

در و ی  ک  ن  واخ  ت ه  م  گ  رای س  ری ای  ن پ  س اس  ت ص  ورت درج  ه از ب  ی  ش  ت  ر دو ت  ا 𝑎𝑛 ک  س  ر م  خ  رج در درج  ه چ  ون
آورد: ب  ه دس  ت و گ  رف  ت م  ش  ت  ق ج  م  ل  ه ب  ه ج  م  ل  ه م  ی ت  وان آن از ن  ت  ی  ج  ه

𝑓′(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۱
−𝑛𝜋𝑝 𝑎𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 .

اس  ت ت  اب  ع خ  ود ب  ا ب  راب  ر 𝑓′ ف  وری  ه س  ری م  ق  دار ن  ق  اط ای  ن در پ  س اس  ت پ  ی  وس  ت  ه ،𝑥 = 𝑚𝑝ن  ق  اط در 𝑓′ چ  ون
اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز 𝑓′(𝑚𝑝) = ۰ ش  رط ی  ع  ن  ی

ب  اش  ن  د پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓″ و 𝑓′ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑓 ،۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره دارای 𝑓″ و 𝑓′ ،𝑓 اگ  ر (۱ ت  ذک  ر.
اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل 𝑓 ف  وری  ه س  ری م  ش  ت  ق گ  ی  ری ج  م  ل  ه ب  ه ج  م  ل  ه از 𝑓′ ف  وری  ه س  ری آن گ  اه

ج  م  ل  ه ب  ه ج  م  ل  ه ب  ا 𝑓 م  ع  ی  ن ان  ت  گ  رال آن گ  اه ب  اش  د ۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و 𝑓 اگ  ر (۲
اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل 𝑓 ف  وری  ه س  ری از ان  ت  گ  رال گ  ی  ری

۲ . ۱ ت  م  ری  ن

اس  ت. زوج ی  ک ک  دام و ف  رد زی  ر ت  واب  ع از ی  ک ک  دام ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن . ۱



ک  ران  ه دار۱۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

𝑥sin𝑥۲ آ)

𝑥۴ ln |𝑥| ب)

𝑒􏸂􏸎􏸒𝑥 ج)
𝑥۳
۱+𝑥۴ د)

𝑥۳ +𝑥۲ ه)

ln |𝑥| tan𝑥 و)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ∞∑را
𝑛=۱

۱
𝑛۴ س  ری م  ق  دار 𝑓(𝑥) = 𝑥۲, |𝑥| ≤ 𝜋 ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۲

ب  ی  اب  ی  د. ∞∑را
𝑛=۱

۱
𝑛۶ م  ق  دار 𝑓(𝑥) = 𝜋۲

۶ 𝑥 −
𝜋
۴𝑥۲ +

۱
۱۲𝑥۳, |𝑥| ≤ 𝜋 ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۳

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ∞∑را
𝑛=۱

۱
𝑛۸ م  ق  دار 𝑓(𝑥) = 𝑥۴ − 𝑥۲, |𝑥| ≤ 𝜋 ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۴

ده  ی  د: ن  ش  ان . ۵

ln􏿵۲􏿖 sin 𝑥۲ 􏿖􏿸 = −
∞
􏾜
𝑛=۱

۱
𝑛 cos𝑛𝑥, 𝑥 ≠ ۲𝑚𝜋, 𝑚 ∈ ℤ

ln􏿵۲􏿖 cos 𝑥۲ 􏿖􏿸 =
∞
􏾜
𝑛=۱

(−۱)𝑛+۱
𝑛 cos𝑛𝑥, 𝑥 ≠ (۲𝑚+ ۱)𝜋, 𝑚 ∈ ℤ.

ده  ی  د: ن  ش  ان آن ه  ا از اس  ت  ف  اده ب  ا
∞
􏾜
𝑛=۱

۱
𝑛۳ =

−۱
۲𝜋􏾙

𝜋

۰
𝑥۲ ln􏿵۲􏿖 cos 𝑥۲ 􏿖􏿸 𝑑𝑥

∞
􏾜
𝑛=۱

(−۱)𝑛+۱
𝑛۳ = ۱

۲𝜋􏾙
𝜋

۰
𝑥۲ ln􏿵۲􏿖 sin 𝑥۲ 􏿖􏿸 𝑑𝑥

∞
􏾜
𝑘=۰

۱
(۲𝑘+ ۱)۳ =

۱
۴𝜋􏾙

𝜋

۰
𝑥۲ ln􏿵􏿖 tan 𝑥۲ 􏿖􏿸 𝑑𝑥.

دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط ۳ . ۱
ب  ه ص  ورت را ش  ده ت  ع  ری  ف [۰, 𝑝]روی ف  ق  ط ک  ه پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ت  اب  ع  ی اس  ت ن  ی  از ف  وری  ه س  ری ک  ارب  رد در

اس  ت. م  ف  ی  د ک  س  ی  ن  وس  ی و س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا زی  ر ط  ری  ق دو ب  ن  وی  س  ی  م. ف  وری  ه س  ری

(ب  ه ش  ک  ل ده  ی  د. ب  س  ط زی  ر ب  ه ص  ورت ۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی و ف  رد ب  ه ص  ورت را 𝑓(𝑥) ت  اب  ع :۱ ط  ری  ق  ه
ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۲ . ۱



دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط . ۳ . ۱۱۳

[۰, 𝑝] دام  ن  ه ن  ی  م در 𝑓(𝑥) ف  رد گ  س  ت  رش :۲ . ۱ ش  ک  ل

ℎ(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓(𝑥) ۰ < 𝑥 < 𝑝

−𝑓(−𝑥) −𝑝 < 𝑥 < ۰

ℎ(𝑥 + ۲𝑝) = ℎ(𝑥).
پ  س اس  ت. ف  رد و ۲𝑝 > ۰ دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی و پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ℎ(𝑥) ت  اب  ع

ℎ(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑏𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 , 𝑏𝑛 = ۲

𝑝􏾙
𝑝

۰
ℎ(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

داری  م: [۰, 𝑝] ب  ازه روی

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑏𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 , 𝑏𝑛 = ۲

𝑝􏾙
𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

گ  وی  ی  م. 𝑓 س  ی  ن  وس  ی دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط را س  ری ای  ن

𝑔(𝑥) ت  اب  ع ت  ا ده  ی  د ب  س  ط ۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی و زوج ب  ه ص  ورت را 𝑓(𝑥) ت  اب  ع ب  ار ای  ن :۲ ط  ری  ق  ه
ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۳ . ۱ (ب  ه ش  ک  ل آی  د. ب  ه دس  ت

𝑔(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓(𝑥) ۰ < 𝑥 < 𝑝

𝑓(−𝑥) −𝑝 < 𝑥 < ۰

𝑔(𝑥 + ۲𝑝) = 𝑔(𝑥).



ک  ران  ه دار۱۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

[۰, 𝑝] دام  ن  ه ن  ی  م در 𝑓(𝑥) زوج گ  س  ت  رش :۳ . ۱ ش  ک  ل

اس  ت. ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه س  ری دارای ت  اب  ع ای  ن

𝑔(𝑥) = 𝑎۰۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑎𝑛 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 , 𝑎𝑛 = ۲

𝑝􏾙
𝑝

۰
ℎ(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

داری  م: [۰, 𝑝] ب  ازه روی

𝑓(𝑥) = 𝑎۰۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑎𝑛 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 , 𝑎𝑛 = ۲

𝑝􏾙
𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

گ  وی  ن  د. 𝑓(𝑥) ک  س  ی  ن  وس  ی دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط را س  ری ای  ن

آوری  د. ب  ه دس  ت را 𝑓(𝑥) = 𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱ ک  س  ی  ن  وس  ی و س  ی  ن  وس  ی دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط .۷ . ۱ م  ث  ال

و 𝑝 = ۱ داری  م س  ی  ن  وس  ی: (۱ ح  ل.

𝑏𝑛 = ۲􏾙
۱

۰
𝑥sin𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥 = ۲􏿵 − 𝑥

𝑛𝜋 cos𝑛𝜋𝑥􏿖
۱
۰
+ ۱
𝑛𝜋􏾙

۱

۰
cos𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥􏿸

= ۲(−۱)𝑛+۱
𝑛𝜋

پ  س

𝑥 =
∞
􏾜
𝑛=۱

۲(−۱)𝑛+۱
𝑛𝜋 sin𝑛𝜋𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱.

ل  ی  ک  ن اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه آن ف  رد گ  س  ت  رش ی  ع  ن  ی ،ℎ(𝑥) ن  ق  ط  ه ای  ن در چ  ون اس  ت ب  رق  رار ت  س  اوی 𝑥 = ۰ در ت  ذک  ر.
اس  ت. ن  اپ  ی  وس  ت  ه ن  ق  ط  ه ای  ن در آن ℎ(𝑥) چ  ون ن  ی  س  ت ب  رق  رار ت  س  اوی 𝑥 = ۱ در



دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط . ۳ . ۱۱۵

و 𝑝 = ۱ داری  م ک  س  ی  ن  وس  ی: (۲

𝑎۰ = ۲􏾙
۱

۰
𝑥𝑑𝑥 = ۱

𝑎𝑛 = ۲􏾙
۱

۰
𝑥cos𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥 = ۲􏿵 𝑥𝑛𝜋 sin𝑛𝜋𝑥􏿖

۱
۰
− ۱
𝑛𝜋􏾙

۱

۰
sin𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥􏿸

= ۲
𝑛۲𝜋۲􏿴(−۱)

𝑛 − ۱􏿷

پ  س

𝑥 = ۱
۲ +

∞
􏾜
𝑛=۱

۲
𝑛۲𝜋۲􏿴(−۱)

𝑛 − ۱􏿷 cos𝑛𝜋𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱.

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر خ  اص  ی  ت ،۷ . ۱ خ  اص  ی  ت و ف  وق ب  ه م  ط  ال  ب ت  وج  ه ب  ا

اس  ت. زی  ر ب  رداری ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک 􏿺 sin 𝑛𝜋𝑥
𝑝 􏿽

∞

𝑛=۱
دن  ب  ال  هٔ (۱ .۸ . ۱ خ  اص  ی  ت

𝑉۳ = 􏿺𝑓 ∶ [۰, 𝑝] →ℝ ∶ 𝑓(۰) = 𝑓(𝑝) = ۰ و پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و 𝑓􏿽

اس  ت. زی  ر ب  رداری ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک 􏿺 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿽
∞

𝑛=۰
دن  ب  ال  هٔ (۲

𝑉۴ =􏿼𝑓 ∶ [۰, 𝑝] →ℝ ∶ 𝑓″ و 𝑓′ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑓

𝑓′(۰) = 𝑓′(𝑝) = ۰ و پ  ی  وس  ت  ه ��ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه

𝑝 و ۰ م  رزی ن  ق  اط در آن ف  وری  ه س  ری و ت  اب  ع ب  ی  ن ت  س  اوی ب  رق  راری ف  وق خ  اص  ی  ت اس  اس  ی اه  م  ی  ت ت  ذک  ر.
اس  ت.

ح  رارت ان  ت  ق  ال از م  ث  ال  ی ای  ن ج  ا در اس  ت. م  ه  ی  ا پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از ب  ع  ض  ی ح  ل ام  ک  ان  ات اک  ن  ون
م  ی آوری  م. را



ک  ران  ه دار۱۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

ح  رارت: ان  ت  ق  ال اول  ی  ه-م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۸ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 −𝑢𝑥𝑥 −𝑢𝑥𝑥𝑡 −𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱

𝑢(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢(۱, 𝑡) = ۰

پ  ی  ش  رف  ت  ه ک  ت  اب ه  ای در را آن ع  ل  ت ک  ه زی  ر خ  اص  ی  ت ل  ی  ک  ن ه  س  ت  ی  م، م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  ه دن  ب  ال م  ا اگ  رچ  ه
در ک  ه پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ک  ل  ی  ه ب  رای آن م  ش  اب  ه خ  اص  ی  ت و ی  اف  ت م  ی ت  وان پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات

اس  ت. ب  رق  رار م  ی گ  ردد، م  ط  رح ف  ص  ل ای  ن
وض  ع  ی  ت ی  ا اول  ی  ه ش  رط دوم ت  س  اوی در اس  ت. ش  ده م  ع  رف  ی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه اوّل، ت  س  اوی در
در م  ط  ل  وب ج  واب وض  ع  ی  ت ی  ا م  رزی ش  رای  ط س  وم ت  س  اوی ه  ای در اس  ت. ش  ده داده 𝑡 = ۰ در م  ط  ل  وب ج  واب

اس  ت. ش  ده داده م  ک  ان ب  ازه ان  ت  ه  ای دو

م  رزی و اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه ث  اب  ت ض  رای  ب و خ  ط  ی م  ع  ادلات ب  ا ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ائ  ل .۹ . ۱ خ  اص  ی  ت
زی  ران  د. خ  واص دارای

ی  گ  ان  ه ان  د. ج  واب دارای م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه (۱

م  ی ک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر پ  ی  وس  ت  ه ب  ه ص  ورت داده ه  ا ب  ه ن  س  ب  ت ج  واب ای  ن (۲

پ  ای  ی  ن ت  ر م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات و م  ی گ  ردد ظ  اه  ر م  ش  ت  ق ب  الات  ری  ن در ن  اه  م  واری ای  ن ب  اش  د داده ه  ا در ن  اه  م  واری اگ  ر (۳
ه  س  ت  ن  د. ه  م  وار 

ب  ا ای  ن ک  ار ش  ود. ب  رق  رار م  ی ب  ای  س  ت  ی پ  اره ای م  ع  ادلات ح  ل در ک  ه اس  ت م  ط  ل  ب  ی اول  ی  ن م  رزی ش  رای  ط ح  ل.
ی  ع  ن  ی: اس  ت، ه  م  گ  ن دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رای  ط م  ی پ  ذی  رد. ان  ج  ام م  ن  اس  ب پ  ای  ه ان  ت  خ  اب

𝑢􏿖
𝑥=۰
= ۰ , 𝑢􏿖

𝑥=۱
= ۰.

م  ی ت  وان زی  ر ب  ه ص  ورت س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه س  ری ح  س  ب ب  ر را م  س  ئ  ل  ه ج  واب س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه در 𝑝 = ۱ گ  رف  ت  ن ب  ا
اس  ت. ب  رق  رار م  رزی ش  رای  ط ای  ن ص  ورت در ک  ن  ی  د ت  وج  ه گ  رف  ت. ن  ظ  ر در

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑇𝑛(𝑡) sin𝑛𝜋𝑥



دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط . ۳ . ۱۱۷

و م  ع  ادل  ه در ت  ا ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را 𝑇𝑛(𝑡)ه  ا م  ی ب  ای  س  ت  ی ح  ال م  ی ک  ن  د. ص  دق م  رزی ش  رای  ط در ت  اب  ع ای  ن
ت  رت  ی  ب ب  ه ای  ن اس  ت. ه  م  گ  را ی  ک  ن  واخ  ت ب  ه ط  ور س  ری پ  س اس  ت م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝑢 چ  ون ک  ن  د. ص  دق اول  ی  ه ش  رط

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت اول  ی  ه ش  رای  ط و م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از اس  ت. ت  ع  وی  ض ق  اب  ل م  ش  ت  ق ج  ای∑و

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑇̇𝑛(𝑡) sin𝑛𝜋𝑥−

∞
􏾜
𝑛=۱
−𝑛۲𝜋۲𝑇𝑛(𝑡) sin𝑛𝜋𝑥−

∞
􏾜
𝑛=۱
−𝑛۲𝜋۲𝑇̇𝑛(𝑡) sin𝑛𝜋𝑥

−
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑇𝑛(𝑡) sin𝑛𝜋𝑥 =

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑐𝑛𝑡 sin𝑛𝜋𝑥

و
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑇𝑛(۰) sin𝑛𝜋𝑥 =

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑐𝑛 sin𝑛𝜋𝑥

آن  ه  ا در ک  ه

𝑐𝑛 = ۲􏾙
۱

۰
𝑥sin𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥 = ۲𝑥 cos𝑛𝜋𝑥−𝑛𝜋 􏿖

۱
۰
−􏾙

۱

۰
۲ cos𝑛𝜋𝑥−𝑛𝜋 𝑑𝑥

= ۲(−۱)𝑛+۱
𝑛𝜋 .

ت  س  اوی ط  رف  ی  ن ض  رای  ب ب  ی  ن ت  س  اوی ب  ای  س  ت  ی پ  س اس  ت. 􏿺 sin𝑛𝜋𝑥􏿽
∞

𝑛=۱
ف  وق س  ری ه  ای ک  ل  ی  ه پ  ای  ه چ  ون

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب ب  اش  د. ب  رق  رار
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(۱+𝑛۲𝜋۲)𝑇̇𝑛(𝑡) + (𝑛۲𝜋۲ − ۱)𝑇𝑛(𝑡) = 𝑐𝑛𝑡

𝑇𝑛(۰) = 𝑐𝑛.

را م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب اس  ت. ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا خ  ط  ی اوّل م  رت  ب  ه ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ف  وق م  س  ئ  ل  ه
م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛𝑒
۱−𝑛۲𝜋۲
۱+𝑛۲𝜋۲

𝑡 + 𝑐𝑛
𝑛۲𝜋۲ − ۱􏿵𝑡 −

۱+𝑛۲𝜋۲

۱−𝑛۲𝜋۲ 􏿸.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت اول  ی  ه ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

𝐴𝑛 = 𝑐𝑛􏿵 ۱+𝑛۲𝜋۲

(𝑛۲𝜋۲ − ۱)۲ + ۱􏿸
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿼􏿶

۱+𝑛۲𝜋۲

(𝑛۲𝜋۲ − ۱)۲ + ۱􏿹𝑒
۱−𝑛۲𝜋۲
۱+𝑛۲𝜋۲

𝑡 +
𝑡 − ۱+𝑛۲𝜋۲

۱−𝑛۲𝜋۲
𝑛۲𝜋۲ − ۱ 􏿿

۲(−۱)𝑛+۱
𝑛𝜋 sin𝑛𝜋𝑥.

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  رت  ع  ش ت  ار م  رزی و اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه .۹ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 −𝑢𝑥𝑥 −𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 +𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,

𝑢𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰

ی  ع  ن  ی: اس  ت. ه  م  گ  ن ن  ی  وم  ن م  س  ئ  ل  ه ای  ن م  رزی ش  رای  ط ح  ل.

𝑢𝑥􏿖
𝑥=۰
= ۰ , 𝑢𝑥􏿖

𝑥=𝜋
= ۰.

پ  س م  ی ک  ن  د. ص  دق م  رزی ش  رای  ط در ،􏿺 cos𝑛𝑥􏿽
∞

𝑛=۰
ی  ع  ن  ی ،𝑝 = 𝜋 ب  ا ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ع  ن  اص  ر از ی  ک ه  ر

م  ی گ  ی  ری  م: پ  س ن  وش  ت. ب  ت  وان پ  ای  ه ای  ن ح  س  ب ب  ر را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ج  واب م  ی رود ان  ت  ظ  ار

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑇۰(𝑡)۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑇𝑛(𝑡) cos𝑛𝑥

م  ی ک  ن  د. ص  دق م  س  ئ  ل  ه ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط در 𝑢(𝑥, 𝑡) ای  ن ک  ن  ی  د ت  وج  ه

را آن  م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ک  ن  ن  د. ص  دق اول  ی  ه ش  رای  ط و م  ع  ادل  ه در ت  ا ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را 𝑇𝑛(𝑡)ه  ا ب  ای  د ح  ال
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه در ج  اگ  ذاری ب  ا اب  ت  دا م  ی ده  ی  م. ق  رار اول  ی  ه ش  رای  ط و م  ع  ادل  ه در

𝑇̈۰(𝑡)
۲ +

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑇̈𝑛(𝑡) cos𝑛𝑥+

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑛۲𝑇𝑛(𝑡) cos𝑛𝑥+

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑛۲𝑇̈𝑛(𝑡) cos𝑛𝑥

+ 𝑇۰(𝑡)۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑇𝑛(𝑡) cos𝑛𝑥 = 𝑐۰𝑡۲ +

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑐𝑛𝑡 cos𝑛𝑥
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آن در ک  ه

𝑐۰ = ۲
𝜋􏾙

𝜋

۰
𝑥𝑑𝑥 = 𝜋

𝑐𝑛 = ۲
𝜋􏾙

𝜋

۰
𝑥cos𝑛𝑥𝑑𝑥 = ۲

𝜋􏿯𝑥
sin𝑛𝑥
𝑛 􏿖

𝜋
۰
−􏾙

𝜋

۰

sin𝑛𝑥
𝑛 𝑑𝑥􏿲

= ۲
𝜋𝑛۲ 􏿮(−۱)

𝑛 − ۱􏿱.

ب  ای  د پ  س اس  ت. 􏿺 cos𝑛𝑥􏿽
∞

𝑛=۰
پ  ای  ه ح  س  ب ب  ر س  ری ه  ا ک  ل  ی  ه ف  وق ت  س  اوی در چ  ون

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇̈۰(𝑡) + 𝑇۰(𝑡) = 𝑐۰𝑡

(۱+𝑛۲)𝑇̈𝑛(𝑡) + (۱+𝑛۲)𝑇𝑛(𝑡) = 𝑐𝑛𝑡.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ع  ادل  ه ه  ا ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛 cos𝑛𝑡 +𝐵𝑛 sin𝑛𝑡 + 𝑐𝑛
۱+𝑛۲ 𝑡, 𝑛 = ۰, ۱,۲,⋯

م  ی ده  ی  م. ق  رار اول  ی  ه ش  رای  ط در ح  ال

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑇۰(۰)۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑇𝑛(۰) cos𝑛𝑥 = 𝑥 = 𝑐۰۲ +

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑐𝑛 cos𝑛𝑥

𝑢𝑡(𝑥, ۰) =
𝑇̇۰(۰)
۲ +

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑇̇𝑛(۰) cos𝑛𝑥 = ۰

ب  ای  د ⎨⎪⎪⎪⎪⎧پ  س
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇𝑛(۰) = 𝑐𝑛 𝑛 = ۰, ۱,۲,⋯

𝑇̇𝑛(۰) = ۰ 𝑛 = ۰, ۱,۲,⋯

م  ی آوری  م: 𝑇𝑛(𝑡)ب  ه دس  ت ع  م  وم  ی ج  واب ب  ر اول  ی  ه ش  رای  ط ای  ن اع  م  ال ب  ا
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇۰(۰) = 𝐴۰ = 𝑐۰

𝑇𝑛(۰) = 𝐴𝑛 = 𝑐𝑛
,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇̇۰(۰) = 𝐵۰ + 𝑐۰ = ۰

𝑇̇𝑛(۰) = 𝑛𝐵𝑛 + 𝑐𝑛
۱+𝑛۲ = ۰
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝐴۰ = 𝑐۰ , 𝐵۰ = −𝑐۰ , 𝐴𝑛 = 𝑐𝑛 , 𝐵𝑛 = − 𝑐𝑛
𝑛(۱+𝑛۲)

𝑇۰(𝑡) = 𝑐۰ cos 𝑡 − 𝑐۰ sin 𝑡 + 𝑐۰𝑡

𝑇𝑛(𝑡) = 𝑐𝑛 cos𝑛𝑡 − 𝑐𝑛 sin𝑛𝑡𝑛(۱+𝑛۲) +
𝑐𝑛

۱+𝑛۲ 𝑡

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ه  ای  ی ج  واب ن  ت  ی  ج  ه در

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑐۰۲ 􏿴 cos 𝑡 − sin 𝑡 + 𝑡􏿷 +
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑐𝑛􏿴 cos𝑛𝑡 − sin𝑛𝑡

𝑛(۱+𝑛۲) +
𝑡

۱+𝑛۲􏿷 cos𝑛𝑥.

ظ  اه  ر پ  ای  ه ی  ک ح  س  ب ب  ر س  ری ه  ا ک  ل  ی  ه ج  واب ف  وری  ه س  ری دادن ق  رار از ب  ع  د ف  وق م  ث  ال دو در ت  ذک  ر.
و اس  ت خ  ودش  ان ج  ن  س از ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس زوج م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ک  ه اس  ت ای  ن ام  ر ای  ن ع  ل  ت ش  ده ان  د.

اس  ت. ن  داش  ت  ه وج  ود 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادلات ای  ن در

در ای  ن ک  ه ب  ر م  ش  روط اس  ت دی  ری  ک  ل  ه ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۱ ت  ذک  ر.
ب  اش  د. ن  ش  ده ظ  اه  ر 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادلات

م  ع  ادلات در ای  ن ک  ه ب  ر م  ش  روط اس  ت ن  ی  وم  ن ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۲
ب  اش  د. ن  ش  ده ظ  اه  ر 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق

م  رزی ش  رای  ط در ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری را 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) ت  اب  ع اب  ت  دا ب  اش  د ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط چ  ن  ان چ  ه (۳
ب  گ  ی  ری  د: س  پ  س ک  ن  د. ص  دق ه  م  گ  ن غ  ی  ر

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) + 𝑣(𝑥, 𝑡)

اس  ت. ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ای  ن ص  ورت در ب  ن  وی  س  ی  د. 𝑣(𝑥, 𝑡)ی  ع  ن  ی ج  دی  د م  ج  ه  ول ت  اب  ع ب  ا را م  س  ئ  ل  ه ح  ال

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت آن ه  ا ب  ه  ت  ر دارد. وج  ود ان  ت  خ  اب ب  ی  ن  ه  ای  ت 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡)ب  رای (۴

ط  وری را 𝐵(𝑡) 𝐴(𝑡)و و 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥 + 𝐵(𝑡) ب  گ  ی  ری  د دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ب  رای آ)
ش  ود. ب  رق  رار ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب
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ط  وری را 𝐵(𝑡) 𝐴(𝑡)و و 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥۲ +𝐵(𝑡)𝑥 ب  گ  ی  ری  د ن  ی  وم  ن م  رزی ش  رای  ط ب  رای ب)
ش  ود. ب  رق  رار ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن

ک  ن  ی  د. ت  ب  دی  ل ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ب  ه را زی  ر ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه .۱۰ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 −𝑢𝑥𝑥 +𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۲,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(۱, 𝑡) = ۱

اس  ت. دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رای  ط م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ی  ی  ن را 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) اب  ت  دا ح  ل.

𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑥+𝐵

𝑢𝑞(۰, 𝑡) = 𝐵 = 𝑡 , 𝑢𝑞(۱, 𝑡) = 𝐴+𝐵 = ۲

ت  اب  ع ب  رای را م  س  ئ  ل  ه ت  ا ده  ی  د ق  رار م  س  ئ  ل  ه در را آن و 𝑢(𝑥, 𝑡) = (۲− 𝑡)𝑥 + 𝑡 + 𝑣(𝑥, 𝑡) و 𝐵 = 𝑡پ  س
آوری  د. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑣(𝑥, 𝑡) م  ج  ه  ول

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣𝑡𝑡 − 𝑣𝑥𝑥 +𝑣 = 𝑥𝑡 − (۲− 𝑡)𝑥 − 𝑡 = ۲𝑥𝑡 − 𝑡 − ۲𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑣(𝑥, ۰) = 𝑥 − ۲𝑥 = −𝑥,

𝑣𝑡(𝑥, ۰) = ۲+𝑥− ۱ = 𝑥+ ۱,

𝑣(۰, 𝑡) = ۰, 𝑣(۱, 𝑡) = ۰

اس  ت. ح  ل ق  اب  ل س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب  ا دی  گ  ر م  س  ئ  ل  ه ای  ن

ب  اش  د ن  ی  وم  ن ی  ا دی  ری  ک  ل  ه از غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ی  ا ب  اش  د ش  ده ظ  اه  ر ف  رد م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در اگ  ر (۱ ت  ذک  ر.
ت  ح  ت ک  ار ای  ن ب  س  ازی  م. م  ن  اس  ب  ی پ  ای  ه م  ی ب  ای  س  ت  ی م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ب  رای ب  ود. ن  خ  واه  د م  ف  ی  د ف  وق پ  ای  ه ه  ای

ش  د. خ  واه  د ب  ررس  ی آی  ن  ده در اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه و ج  داس  ازی روش

م  ی ک  ن  ی  م. م  ع  رف  ی ب  ع  دی ب  خ  ش در را پ  ای  ه ای  ن م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده پ  ای  ه ب  ه ع  ن  وان ن  ی  ز ف  وری  ه س  ری خ  ود از (۲

ع  م  وم  ی ج  واب را ک  ن  د ص  دق م  رزی ش  رای  ط در ف  ق  ط ک  ه پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ج  واب .۲ . ۱ ت  ع  ری  ف
گ  وی  ی  م. م  س  ئ  ل  ه
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ی  گ  ان  ه ج  واب و م  ش  خ  ص اول  ی  ه ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا ک  ه اس  ت ث  اب  ت ه  ای  ی ح  اوی م  ذک  ور ع  م  وم  ی ج  واب ت  ذک  ر.
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ع  م  وم  ی ج  واب ۸ . ۱ م  ث  ال ب  رای .۱۱ . ۱ م  ث  ال

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿰𝐴𝑛𝑒

۱−𝑛۲𝜋۲
۱+𝑛۲𝜋۲

𝑡 + ۲(−۱)𝑛+۱
𝑛(𝑛۲𝜋۲ − ۱)􏿵𝑡 −

۱+𝑛۲𝜋۲

۱−𝑛۲𝜋۲ 􏿸􏿳 sin𝑛𝜋𝑥

ش  ده ان  د. ت  ع  ی  ی  ن اول  ی  ه ش  رط اع  م  ال ب  ا ک  ه ه  س  ت  ن  د ث  اب  ت ه  ا ه  م  ان 𝐴𝑛ه  ا ای  ن ج  ا در
از اس  ت ع  ب  ارت ع  م  وم  ی ج  واب ۹ . ۱ م  ث  ال ب  رای ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱
۲􏿴𝐴۰ cos 𝑡 +𝐵۰ sin 𝑡 +𝜋𝑡􏿷

+
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿼𝐴𝑛 cos𝑛𝑡 +𝐵𝑛 sin𝑛𝑡 +

(−۱)𝑛 − ۱
𝜋𝑛۲(۱+𝑛۲)𝑡􏿿cos𝑛𝑥

ش  ده ان  د. ت  ع  ی  ی  ن اول  ی  ه ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا ک  ه ه  س  ت  ن  د ث  اب  ت ه  م  ان 𝐵𝑛ه  ا و 𝐴𝑛ه  ا ای  ن ج  ا در

۳ . ۱ ت  م  ری  ن

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه م  ع  ادلات ع  م  وم  ی ج  واب

۱. 𝑢𝑡𝑡 − ۲𝑢𝑡 −𝑢𝑥𝑥 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢(𝜋, 𝑡) = ۰

۲. 𝑢𝑡 − ۴𝑢𝑥𝑥 = 𝑥۲𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑡) = ۱+ 𝑡

۳. 𝑢𝑡𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = ۱+ 𝑡, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰
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ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  رزی و اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل

۴. 𝑢𝑡 − ۴𝑢𝑥𝑥𝑡 −𝑢𝑥𝑥 +𝑢 = 𝑥۲𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑡) = ۰

۵. 𝑢𝑡𝑡 − ۴𝑢𝑥𝑥𝑡 −𝑢𝑥𝑥 +𝑢 = 𝑥۲𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(۱, 𝑡) = ۱

۶. 𝑢𝑡𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − ۲𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + ۴𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(۱, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥𝑥(۱, 𝑡) = 𝑡

م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری ۴ . ۱
م  ه  م ف  رم  ول ه  ای ف  ش  رده س  ازی و ح  ق  ی  ق  ی م  ح  اس  ب  ات ک  ردن م  ح  اس  ب  ه س  اده م  خ  ت  ل  ط اع  داد ک  ارب  رده  ای از ی  ک  ی
ف  وری  ه س  ری ب  رای ف  ش  رده ای ف  رم  ول م  خ  ت  ل  ط اع  داد از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه اس  ت ای  ن ب  خ  ش ای  ن از ه  دف اس  ت.
ب  ه ن  ی  از ک  ار ای  ن ان  ج  ام ب  رای م  ی گ  ردد. آس  ان ت  ر ن  ی  ز ف  وری  ه ض  رای  ب م  ح  اس  ب  ه ک  ه دی  د خ  واه  ی  م آوری  م. ب  ه دس  ت

م  ی آوری  م. اب  ت  دا ک  ه اس  ت ن  و م  ف  اه  ی  م

ت  اب  ع دو 𝑓۲(𝑡) و 𝑓۱(𝑡) و 𝑡 ∈ ℝ آن در ک  ه 𝑓(𝑡) = 𝑓۱(𝑡) + 𝑖𝑓۲(𝑡) ت  اب  ع ح  ق  ی  ق  ی-م  خ  ت  ل  ط: ت  اب  ع
م  ان  ن  د ح  ق  ی  ق  ی، م  ت  غ  ی  ر ان  ت  گ  رال و م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا گ  وی  ی  م. ح  ق  ی  ق  ی-م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ی  ک را ح  ق  ی  ق  ی ان  د

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر خ  اص  ی  ت ب  رداره  ا،

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را ان  ت  گ  رال و م  ش  ت  ق ح  ق  ی  ق  ی-م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ب  رای .۱۰ . ۱ خ  اص  ی  ت

𝑓′(𝑡) = 𝑓′۱(𝑡) + 𝑖𝑓′۲(𝑡)

􏾙𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =􏾙𝑓۱(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑖􏾙𝑓۲(𝑡) 𝑑𝑡

ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ج  م  ل  ه از ت  اب  ع، ای  ن ب  رای ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع ان  ت  گ  رال و م  ش  ت  ق ف  رم  ول ه  ای و ق  واع  د ک  ل  ی  ه ت  ذک  ر.
اس  ت. ب  رق  رار ج  ز ب  ه ج  زء



ک  ران  ه دار۲۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

ن  ش  ان 𝑒𝑖𝑡 ب  ا و گ  وی  ی  م م  وه  وم  ی ن  م  ائ  ی ت  اب  ع را cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡ح  ق  ی  ق  ی-م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع م  وه  وم  ی: ن  م  ائ  ی ت  اب  ع
ی  ع  ن  ی: م  ی ده  ی  م.

𝑒𝑖𝑡 = cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡.

ب  ه خ  ص  وص دارد. را ح  ق  ی  ق  ی ن  م  ای  ی ت  اب  ع خ  واص ک  ل  ی  ه ن  م  ای  ی ت  اب  ع ای  ن ت  ذک  ر.
𝑑
𝑑𝑡𝑒

𝑖𝑡 = 𝑖𝑒𝑖𝑡 , 􏾙𝑒𝑖𝑡 𝑑𝑡 = ۱
𝑖𝑒
𝑖𝑡 +𝐶.

م  ی گ  ی  ری  م: 𝑎, 𝑏, 𝑡 ∈ ℝب  رای ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑒(𝑎+𝑖𝑏)𝑡 = 𝑒𝑎𝑡 ⋅ 𝑒𝑖𝑏𝑡.

اس  ت. دارا را ح  ق  ی  ق  ی ن  م  ائ  ی ت  اب  ع خ  واص ک  ل  ی  ه ن  ی  ز ت  اب  ع ای  ن

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا 𝑓(𝑥) ت  ن  اوب  ی ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری اک  ن  ون

𝑓(𝑥) = 𝑎۰۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿵𝑎𝑛 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿸

𝑎𝑛 = ۱
𝑝􏾙

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 , 𝑏𝑛 = ۱

𝑝􏾙
𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

داری  م: ف  وق م  ط  ال  ب ب  ه ت  وج  ه ب  ا
𝑒−𝑖𝑡 = cos 𝑡 − 𝑖 sin 𝑡

ن  ت  ی  ج  ه در
cos 𝑡 = 𝑒

𝑖𝑡 + 𝑒−𝑖𝑡
۲ , sin 𝑡 = 𝑒

𝑖𝑡 − 𝑒−𝑖𝑡
۲𝑖 .

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ف  وری  ه س  ری در ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس م  ق  ادی  ر ای  ن دادن ق  رار ب  ا

𝑓(𝑥) = 𝑎۰۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿵𝑎𝑛۲ +

𝑏𝑛
۲𝑖 􏿸𝑒

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 +

∞
􏾜
𝑛=۱
􏿵𝑎𝑛۲ −

𝑏𝑛
۲𝑖 􏿸𝑒

− 𝑖𝑛𝜋𝑥𝑝

= 𝑎۰۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿵𝑎𝑛۲ +

𝑏𝑛
۲𝑖 􏿸𝑒

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 +

∞
􏾜
−𝑛=۱

􏿵𝑎−𝑛۲ − 𝑏−𝑛۲𝑖 􏿸𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝

=
∞
􏾜
𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 .
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آن در ک  ه

𝑐𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎𝑛
۲ +

𝑏𝑛
۲𝑖 𝑛 ≥ ۱

𝑎۰
۲ 𝑛 = ۰
𝑎−𝑛
۲ − 𝑏−𝑛۲𝑖 𝑛 ≤ −۱

داری  م: پ  س
𝑐۰ = ۱

۲𝑝􏾙
𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

:𝑛 ≥ ۱ ب  رای

𝑐𝑛 = 𝑎𝑛۲ +
𝑏𝑛
۲𝑖 =

۱
۲𝑝􏾙

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥+ ۱

۲𝑝𝑖􏾙
𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

= ۱
۲𝑝􏾙

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)􏿴 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 − 𝑖 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿷𝑑𝑥

= ۱
۲𝑝􏾙

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)𝑒−

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥

:𝑛 ≤ −۱ ب  رای و

𝑐𝑛 = 𝑎−𝑛۲ − 𝑏−𝑛۲𝑖 =
۱
۲𝑝􏾙

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥+ ۱

۲𝑝𝑖􏾙
𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

= ۱
۲𝑝􏾙

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)𝑒−

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥.

ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 , 𝑐𝑛 = ۱

۲𝑝􏾙
𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)𝑒−

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥.

گ  وی  ن  د. م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه ض  رای  ب را 𝑐𝑛ه  ا و 𝑓 م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری را ف  وق س  ری (۱ ت  ذک  ر.

اس  ت. ان  ت  ق  ال ق  اب  ل ف  وری  ه س  ری ف  رم  ول ب  ه 𝑐𝑛 ف  رم  ول از ن  م  ائ  ی ت  اب  ع در م  ن  ف  ی ع  لام  ت (۲

ن  م  ود. م  ح  اس  ب  ه ج  داگ  ان  ه م  ی ب  ای  س  ت  ی ب  ع  ض  اً را 𝑐۰ م  ح  اس  ب  ه (۳

اس  ت. م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری ف  وری  ه، س  ری از م  ق  ص  ود ه  م  ی  ش  ه (۴
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ب  ه دس  ت را 𝑓(𝑥 + ۲𝜋) = 𝑓(𝑥) و 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری .۱۲ . ۱ م  ث  ال
آوری  د.

.𝑝 = 𝜋پ  س ۲𝑝 = ۲𝜋 چ  ون ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه را 𝑐𝑛ه  ا ک  اف  ی  س  ت ح  ل.

𝑐𝑛 = ۱
۲𝜋􏾙

𝜋

−𝜋
𝑥𝑒𝑥𝑒−𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ۱

۲𝜋􏾙
𝜋

−𝜋
𝑥𝑒(۱−𝑖𝑛)𝑥 𝑑𝑥

= ۱
۲𝜋􏿵

𝑥
۱− 𝑖𝑛𝑒

(۱−𝑖𝑛)𝑥􏿖
𝜋
−𝜋
− ۱
۱− 𝑖𝑛􏾙

𝜋

−𝜋
𝑒(۱−𝑖𝑛)𝑥 𝑑𝑥􏿸

= ۱
۲𝜋􏿵

𝜋𝑒𝜋(−۱)𝑛
۱− 𝑖𝑛 + 𝜋𝑒

−𝜋(−۱)𝑛
۱− 𝑖𝑛 − ۱

(۱− 𝑖𝑛)۲𝑒
(۱−𝑖𝑛)𝑥􏿖

𝜋
−𝜋􏿸.

داری  م: ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑐𝑛 =
(−۱)𝑛 cosh𝜋

۱− 𝑖𝑛 − ۱
𝜋

(−۱)𝑛
(۱− 𝑖𝑛)۲ sinh𝜋

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=−∞

(−۱)𝑛
۱− 𝑖𝑛􏿵cosh𝜋−

sinh𝜋
𝜋(۱− 𝑖𝑛)􏿸𝑒

𝑖𝑛𝑥.

ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده پ  اره ای م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری از ک  ه ه  س  ت  ی  م ای  ن ب  ه دن  ب  ال ح  ال
اس  ت. راه گ  ش  ا زی  ر خ  اص  ی  ت

اس  ت. زی  ر ب  رداری ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک 􏿺𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 􏿽

∞

𝑛=−∞
دن  ب  ال  ه .۱۱ . ۱ خ  اص  ی  ت

𝑉۵ =􏿼𝑓 ∶ [−𝑝,𝑝] →ℝ ∶ پ  ی  وس  ت  ه، 𝑓 ،۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی 𝑓

𝑓′(−𝑝) = 𝑓′(𝑝) و 𝑓(−𝑝) = 𝑓(𝑝) پ  ی  وس  ت  ه، ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓″ و 𝑓′􏿿

𝑔′(𝑥) ،𝑔(𝑥)ای  ن ص  ورت در .𝑔(𝑥 + ۲𝑝) = 𝑔(𝑥) و 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥), −𝑝 ≤ 𝑥 ≤ 𝑝 ب  گ  ی  ری  د ع  ل  ت.
،±𝑛𝑝ن  ق  اط در 𝑔′ و ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑔″ و 𝑔′ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑔 ب  ه ع  لاوه اس  ت. ۲𝑝ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی 𝑔″(𝑥) و

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه ،𝑛 ∈ℕ

𝑔(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 , 𝑔′(𝑥) =

∞
􏾜
𝑛=−∞

𝑐𝑛 𝑖𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب اس  ت. ن  ق  اط𝑛𝑝±ب  رق  رار در ت  س  اوی و

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 , 𝑓′(𝑥) =

∞
􏾜
𝑛=−∞

𝑐𝑛 𝑖𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝

𝑉۵اس  ت. ب  رای پ  ای  ه ی  ک 􏿺𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 􏿽

∞

𝑛=−∞
پ  س اس  ت. ن  ق  اط𝑛𝑝±ب  رق  رار در ت  س  اوی و

اس  ت. م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب ف  وق ن  م  ائ  ی پ  ای  ه ت  ذک  ر.

م  ج  ه  ول ت  اب  ع 𝑢 و [𝑎, 𝑏] ب  ازه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ی  ک در 𝑥 م  ت  غ  ی  ر دام  ن  ه چ  ن  ان چ  ه م  ت  ن  اوب: م  رزی ش  رای  ط
م  رزی ش  رای  ط ب  اش  د. م  س  ئ  ل  ه آن

𝑢􏿖
𝑥=𝑎
= 𝑢􏿖

𝑥=𝑏
, 𝑢𝑥􏿖

𝑥=𝑎
= 𝑢𝑥􏿖

𝑥=𝑏

گ  وی  ن  د. م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط را

ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ح  ل اس  ت م  ط  ل  وب .۱۳ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢𝑥𝑡 −𝑢+ 𝑥𝑡, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥,

𝑢(−𝜋, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡), 𝑢𝑥(−𝜋, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡)

اس  ت. 𝑝 = 𝜋 ب  ا ن  م  ائ  ی پ  ای  ه آن ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه پ  س اس  ت. م  ت  ن  اوب ه  م  گ  ن م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ح  ل.
.􏿺𝑒𝑖𝑛𝑥􏿽

∞

𝑛=−∞
ی  ع  ن  ی

م  ی گ  ی  ری  م: ح  ال

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=−∞

𝑇𝑛(𝑡)𝑒𝑖𝑛𝑥

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از
∞
􏾜
𝑛=−∞

𝑇̇𝑛(𝑡)𝑒𝑖𝑛𝑥 =
∞
􏾜
𝑛=−∞

−𝑛۲𝑇𝑛(𝑡)𝑒𝑖𝑛𝑥 +
∞
􏾜
𝑛=−∞

۲𝑇̇𝑛(𝑡)𝑖𝑛𝑒𝑖𝑛𝑥

−
∞
􏾜
𝑛=−∞

𝑇𝑛(𝑡)𝑒𝑖𝑛𝑥 +
∞
􏾜
𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑡𝑒𝑖𝑛𝑥



ک  ران  ه دار۲۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

آن در ک  ه

𝑐𝑛 = ۱
۲𝜋􏾙

𝜋

−𝜋
𝑥𝑒−𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ۱

۲𝜋􏿯𝑥
𝑒−𝑖𝑛𝑥
−𝑖𝑛 􏿖

𝜋
−𝜋
−􏾙

𝜋

−𝜋

𝑒−𝑖𝑛𝑥
−𝑖𝑛 𝑑𝑥􏿲

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

۰ 𝑛 = ۰
(−۱)𝑛+۱
𝑖𝑛 𝑛 ≠ ۰.

پ  س اس  ت، ن  م  ائ  ی پ  ای  ه ب  رح  س  ب ج  م  لات ک  ل  ی  ه

𝑇̇𝑛(𝑡) = −𝑛۲𝑇𝑛(𝑡) + ۲𝑖𝑛𝑇̇𝑛(𝑡) − 𝑇𝑛(𝑡) + 𝑐𝑛𝑡

ی  ا
(۱− ۲𝑖𝑛)𝑇̇𝑛(𝑡) + (𝑛۲ + ۱)𝑇𝑛 = 𝑐𝑛𝑡.

ح  ق  ی  ق  ی ض  رای  ب ب  ا اوّل م  رت  ب  ه خ  ط  ی م  ع  ادل  ه م  ان  ن  د آن ح  ل ل  ی  ک  ن اس  ت ش  ده ظ  اه  ر 𝑖 م  ع  ادل  ه ای  ن در اگ  رچ  ه
و (۱− ۲𝑖𝑛)𝑟 + 𝑛۲ + ۱ = ۰ م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه اس  ت. ان  ج  ام ق  اب  ل ث  اب  ت

𝑟 = ۱+𝑛۲
۲𝑖𝑛 − ۱ .

م  ی ش  ود: آن ع  م  وم  ی ج  واب پ  س

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛𝑒
۱+𝑛۲
۱−۲𝑖𝑛 𝑡 + 𝑐𝑛

𝑛۲ + ۱􏿵𝑡 −
۱− ۲𝑖𝑛
𝑛۲ + ۱ 􏿸.

م  ی ش  ود. ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب
∞
􏾜
𝑛=−∞

􏿼𝐴𝑛𝑒
۱+𝑛۲
۱−۲𝑖𝑛 𝑡 + 𝑐𝑛

𝑛۲ + ۱􏿵𝑡 −
۱− ۲𝑖𝑛
𝑛۲ + ۱ 􏿸􏿿𝑒

𝑖𝑛𝑥.

ک  ن  ی  م. اع  م  ال ع  م  وم  ی ج  واب ای  ن ب  ر را اول  ی  ه ش  رای  ط م  ی ب  ای  س  ت  ی م  س  ئ  ل  ه م  ط  ل  وب ج  واب ت  ع  ی  ی  ن ب  رای

𝑢(𝑥, ۰) =
∞
􏾜
𝑛=−∞

􏿶𝐴𝑛 − 𝑐𝑛
۱− ۲𝑖𝑛
(𝑛۲ + ۱)۲􏿹 𝑒

𝑖𝑛𝑥 = 𝑥 =
∞
􏾜
𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑒𝑖𝑛𝑥

𝐴𝑛و = 𝑐𝑛􏿴۱+ ۱−۲𝑖𝑛
(𝑛۲+۱)۲􏿷ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=−∞

􏿼𝑐𝑛􏿵۱+
۱− ۲𝑖𝑛
(𝑛۲ + ۱)۲􏿸𝑒

۱+𝑛۲
۱−۲𝑖𝑛 𝑡 + 𝑐𝑛

𝑛۲ + ۱􏿵𝑡 −
۱− ۲𝑖𝑛
𝑛۲ + ۱ 􏿸􏿿𝑒

𝑖𝑛𝑥.



م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری . ۴ . ۱۲۹

اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع ی  ک ت  اب  ع ای  ن ل  ی  ک  ن اس  ت ش  ده ظ  اه  ر 𝑖ج  واب ای  ن در اگ  رچ  ه ن  ک  ت  ه.

اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل زی  ر ف  رم  ول از م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط م  ن  اس  ب 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) ت  اب  ع ت  ذک  ر.

𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥۲ +𝐵(𝑡)𝑥.

ب  ا خ  ط  ی م  ع  ادل  ه ه  ر ب  رای پ  ای  ه ای  ن ب  ن  اب  رای  ن اس  ت خ  ودش ج  ن  س از ن  م  ائ  ی پ  ای  ه م  ش  ت  ق  ات ک  ل  ی  ه چ  ون ت  ذک  ر.
اس  ت. م  ن  اس  ب م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط و ث  اب  ت ض  رای  ب

۴ . ۱ ت  م  ری  ن

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه م  ع  ادلات ع  م  وم  ی ج  واب

۱. 𝑢𝑡 − ۴𝑢𝑥𝑥 = ۵۰𝑒−۲𝑥, −۱ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(−۱, 𝑡) = 𝑡 + 𝑢(۱, 𝑡), 𝑢𝑥(−۱, 𝑡) = 𝑢𝑥(۱, 𝑡)

۲. 𝑢𝑡𝑡 −𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑥𝑡 +𝑢 = 𝑥𝑡, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(−𝜋, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) + 𝑡, 𝑢𝑥(−𝜋, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) − 𝑡

۳. 𝑢𝑡𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + ۴𝑢 = 𝑒𝑥𝑡, −۱ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(−۱, 𝑡) = 𝑢(۱, 𝑡) + 𝑡, 𝑢𝑥(−۱, 𝑡) = 𝑢𝑥(۱, 𝑡) − 𝑡,

𝑢𝑥𝑥(−۱, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(۱, 𝑡) + ۱, 𝑢𝑥𝑥𝑥(−۱, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(۱, 𝑡)

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  رزی و اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل

۴. 𝑢𝑡 −𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑥𝑡 +𝑢 = 𝑒۲𝑥, −۱ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥,

𝑢(−۱, 𝑡) = 𝑒𝑡 +𝑢(۱, 𝑡), 𝑢𝑥(−۱, 𝑡) = 𝑢𝑥(۱, 𝑡)



ک  ران  ه دار۳۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

۵. 𝑢𝑡𝑡 −𝑢𝑥𝑥 −𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 +𝑢 = 𝑒𝑡𝑥, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥,

𝑢(−𝜋, 𝑡) = 𝑡 + 𝑢(𝜋, 𝑡), 𝑢𝑥(−𝜋, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) + ۱

۶. 𝑢𝑡𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 +𝑢 = 𝑥𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۲, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑢(۲, 𝑡), 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑢𝑥(۲, 𝑡) + 𝑡,

𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(۲, 𝑡) + ۱, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(۲, 𝑡)

اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ۵ . ۱
م  س  ائ  ل از خ  اص  ی دس  ت  ه آن ه  ا از ی  ک ه  ر ک  ه آوردی  م ب  ه دس  ت پ  ای  ه ن  وع س  ه گ  ذش  ت  ه ب  خ  ش ه  ای در ب  ه ح  ال ت  ا

م  ی ک  ن  د. ح  ل را پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات

𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق ح  ض  ور ب  دون دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۱
اس  ت. م  ع  ادل  ه در

𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق ح  ض  ور ب  دون ن  ی  وم  ن م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۲
اس  ت. م  ع  ادل  ه در

اس  ت. م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب ن  م  ائ  ی پ  ای  ه (۳

ب  خ  ش ای  ن از ه  دف ن  ی  س  ت. ک  ارب  رد ق  اب  ل آن ه  ا ب  رای ف  وق پ  ای  ه ه  ای ک  ه دارد وج  ود دی  گ  ری زی  اد م  س  ائ  ل ل  ی  ک  ن
م  س  ئ  ل  ه ک  ار ای  ن اب  زار ک  ن  د. ت  ول  ی  د را گ  ون  اگ  ون م  رزی ش  رای  ط م  ن  اس  ب پ  ای  ه ت  ا ده  ی  م ارائ  ه را روش  ی ک  ه اس  ت ای  ن

اس  ت. اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل
دوم م  رت  ب  ه م  ع  ادل  ه

𝑎۱(𝑥)𝑦″ + 𝑎۲(𝑥)𝑦′ + (𝑎۳(𝑥) +𝜆) = ۰, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه اس  ت، پ  ارام  ت  ر ی  ک 𝜆 و پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی 𝑎۳(𝑥) و 𝑎۲(𝑥) و 𝑎۱(𝑥) > ۰ آن در ک  ه



اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه . ۵ . ۱۳۱

ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. آن 𝜆در پ  ارام  ت  ر ح  ض  ور ب  ه خ  اط  ر ن  ام  گ  ذاری ای  ن ع  ل  ت گ  وی  ی  م.

𝛼۱𝑦(𝑎) + 𝛼۲𝑦′(𝑎) = ۰

𝛽۱𝑦(𝑏) + 𝛽۲𝑦′(𝑏) = ۰
و ه  س  ت  ن  د ث  اب  ت م  ق  ادی  ری 𝛽۲ و 𝛽۱ ،𝛼۲ ،𝛼۱ آن در ک  ه گ  وی  ی  م اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  رزی ش  رای  ط را
را اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه .|𝛽۱| + |𝛽۲| ≠ ۰ و |𝛼۱| + |𝛼۲| ≠ ۰

ه  ر ب  ه ازای ک  ه 𝜆اس  ت م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه ت  ع  ی  ی  ن م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل از م  ق  ص  ود گ  وی  ن  د. (م  ن  ظ  م) ل  ی  ووی  ل اش  ت  رم م  س  ئ  ل  ه
م  ق  دم  ات  ی ک  ار ی  ک ک  ار ای  ن اس  ت. ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب ای  ن ت  ع  ی  ی  ن و دارد ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب م  س  ئ  ل  ه ای  ن آن  ه  ا از ی  ک
ق  اب  ل خ  اص ج  واب ه  ای ای  ن 𝜆و م  ق  ادی  ر ای  ن م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال و م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ت  ع  ی  ی  ن ب  ا و اس  ت

اس  ت. ت  ع  ی  ی  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه .۱۴ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦″ +𝜆𝑦 = ۰, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝

𝑦(۰) = ۰, 𝑦′(𝑝) = ۰

م  ی ش  ود. ع  وض ف  وق م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ص  ورت 𝜆 م  ق  دار ب  ه ب  س  ت  ه ح  ل.

م  ی ش  ود: ع  م  وم  ی ج  واب ص  ورت ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = ۰ :۱ ح  ال  ت

𝑦 = 𝑐۱𝑥+ 𝑐۲.

ج  واب 𝜆 = ۰ ب  رای پ  س .𝑐۱ = 𝑐۲ = ۰ م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ع  م  وم  ی ج  واب ب  رای م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا
ن  داری  م. ص  ف  ر غ  ی  ر

ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = −𝛼۲ < ۰ :۲ ح  ال  ت

𝑦″ −𝛼۲𝑦 = ۰

𝑟۲ −𝛼۲ = ۰ ⟹ 𝑟=±𝛼

𝑦 = 𝑐۱ cosh𝛼𝑥+ 𝑐۲ sinh𝛼𝑥

𝑦(۰) = ۰ ⟹ 𝑐۱ = ۰

𝑦′(𝑝) = ۰ ⟹ 𝑐۲ cosh𝛼𝑝 = ۰ ⟹ 𝑐۲ = ۰



ک  ران  ه دار۳۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

ن  داری  م. ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب ن  ی  ز ح  ال  ت ای  ن در پ  س

ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = 𝛽۲ > ۰ :۳ ح  ال  ت

𝑦″ +𝛽۲𝑦 = ۰

𝑟۲ +𝛽۲ = ۰ ⟹ 𝑟=±𝑖𝛽

𝑦 = 𝑐۱ cos𝛽𝑥+ 𝑐۲ sin𝛽𝑥

𝑦(۰) = ۰ ⟹ 𝑐۱ = ۰

𝑦′(𝑝) = ۰ ⟹ 𝑐۲𝛽cos𝛽𝑝 = ۰

ی  ا cos𝛽𝑝 = ۰ ب  گ  ی  ری  م ک  اف  ی  س  ت ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب داش  ت  ن ب  رای

𝛽 = 𝜋𝑝 (𝑛+
۱
۲), 𝑛 = ۰,±۱,±۲,⋯

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝜆𝑛 = 𝜋
۲

𝑝۲ (𝑛 +
۱
۲)

۲ , 𝑦𝑛(𝑥) = sin(𝑛+ ۱
۲)
𝜋
𝑝 𝑥.

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  ت  ف  اوت ج  واب ب  ی  ن  ه  ای  ت 𝑛 = ۰, ب  رای⋯,۱,۲ ک  ه

ن  ی  وم  ن غ  ی  ر و دی  ری  ک  ل  ه غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  رای پ  ای  ه ی  ک 􏿺 sin(𝑛+ ۱
۲)
𝜋
𝑝𝑥􏿽

∞

𝑛=۰
ک  ه دی  د خ  واه  ی  م ت  ذک  ر.

𝑢􏿖
𝑥=۰
= ۰ , 𝑢𝑥􏿖

𝑥=𝑝
= ۰

م  ی ن  ام  ی  م. چ  پ روب  ی  ن م  رزی ش  رای  ط را م  رزی ش  رای  ط ای  ن اس  ت.

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ح  ل ب  رای پ  ای  ه ب  ه ع  ن  وان اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ج  واب ه  ای از ک  ه ه  س  ت  ی  م ای  ن دن  ب  ال
داری  م. ج  ه  ت ای  ن در را زی  ر م  ط  ال  ب ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده پ  اره ای

𝑦۰(𝑥) ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ی  ک در 𝜆 = 𝜆۰ ب  رای اگ  ر خ  اص: ت  واب  ع و خ  اص م  ق  ادی  ر
ت  اب  ع ی  ک ی  ا خ  اص ت  اب  ع ی  ک را 𝑦۰(𝑥) و م  س  ئ  ل  ه ای  ن وی  ژه م  ق  دار ی  ک ی  ا خ  اص م  ق  دار ی  ک 𝜆۰را آی  د. ب  ه دس  ت

گ  وی  ن  د. خ  اص م  ق  دار ای  ن ب  ه واب  س  ت  ه وی  ژه

ت  واب  ع ب  رداری 𝑉ف  ض  ای م  ج  م  وع  ه و [𝑎, 𝑏] دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک 𝑠(𝑥) > ۰ ک  ن  ی  د ف  رض داخ  ل  ی: ض  رب
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ض  رب 𝑏∫را
𝑎
𝑠(𝑥)𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 م  ق  دار 𝑓,𝑔 ∈ 𝑉 ب  رای ب  اش  د. [𝑎, 𝑏] دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه

ای  ن ب  ه ن  س  ب  ت 𝑔 و 𝑓 م  ی گ  وی  ن  د م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان ⟨𝑓,𝑔⟩ ب  ا و گ  وی  ن  د 𝑠(𝑥) وزن ت  اب  ع ب  ه ن  س  ب  ت 𝑔 و 𝑓 داخ  ل  ی
.⟨𝑓,𝑔⟩ = ۰ اگ  ر ع  م  ود ان  د ه  م ب  ر داخ  ل  ی ض  رب

م  ی ک  ن  د. ص  دق زی  ر خ  واص در ت  اب  ع ای  ن ℝاس  ت. 𝑉ب  ه ×𝑉 از ت  اب  ع ی  ک ف  وق داخ  ل  ی ض  رب ک  ن  ی  د ت  وج  ه

داری  م: 𝑓۱, 𝑓۲, 𝑔 ∈ 𝑉 و 𝑎, 𝑏 ∈ ℝب  رای (۱

⟨𝑎𝑓۱ +𝑏𝑓۲, 𝑔⟩ = 𝑎⟨𝑓۱, 𝑔⟩ + 𝑏⟨𝑓۲, 𝑔⟩.

.⟨𝑓,𝑔⟩ = ⟨𝑔,𝑓⟩ ،𝑓,𝑔 ∈ 𝑉 ب  رای (۲

اس  ت. ب  رق  رار 𝑓 = ۰ ب  رای ت  ن  ه  ا ⟨𝑓,𝑓⟩ = ۰ و ⟨𝑓,𝑓⟩ ≥ ۰ ،𝑓 ∈ 𝑉 ب  رای (۳

اس  ت زی  ر 𝑠(𝑥) و 𝑞(𝑥) ت  اب  ع ب  ه ن  ی  از اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه خ  اص ت  واب  ع و خ  اص م  ق  ادی  ر خ  واص ب  ی  ان ب  رای
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه ض  رای  ب روی از ک  ه

𝑞(𝑥) = 𝑎۳(𝑥)𝑎۱(𝑥)
𝑝(𝑥) , 𝑠(𝑥) = 𝑝(𝑥)

𝑎۱(𝑥)

آن در ک  ه
𝑝(𝑥) = 𝑒∫

𝑥
𝑎
𝑎۲(𝑥)
𝑎۱(𝑥)

𝑑𝑥
.

ک  ان  ون  ی  ک ف  رم را م  ع  ادل  ه ای  ن ن  وش  ت. م  ی ت  وان زی  ر ب  ه ص  ورت را اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه ت  واب  ع ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا
گ  وی  ن  د. اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه

(𝑝(𝑥)𝑦′)′ + 􏿴𝑞(𝑥) +𝜆𝑠(𝑥)􏿷𝑦 = ۰

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را خ  اص ت  واب  ع و خ  اص م  ق  ادی  ر خ  واص

ح  ق  ی  ق  ی ان  د. اع  داد اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ی  ک خ  اص م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه خ  اص). (م  ق  ادی  ر ۱۲ . ۱ خ  اص  ی  ت

ن  م  ود. م  ن  ظ  م م  ی ت  وان ص  ع  ودی ب  ه ت  رت  ی  ب را آن  ه  ا م  ق  دار ان  د. ح  داق  ل دارای و ش  م  ارا ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از م  ج  م  وع  ه ای  ن
ب  ه ع  لاوه .𝜆۰ < 𝜆۱ < 𝜆۲ <⋯< 𝜆𝑛 <⋯ و ن  وش  ت م  ی ت  وان {𝜆𝑛}∞𝑛=۰ دن  ب  ال  ه ب  ه ص  ورت را آن  ه  ا ی  ع  ن  ی

.lim𝑛→∞𝜆𝑛 =∞
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ض  ری  ب از ص  رف ن  ظ  ر خ  اص، ت  اب  ع ی  ک ً دق  ی  ق  ا خ  اص م  ق  دار ه  ر ب  ه ازای خ  اص). (ت  واب  ع ۱۳ . ۱ خ  اص  ی  ت
ب  ره  م 𝑠(𝑥) = 𝑝(𝑥)

𝑎۱(𝑥)
وزن ت  اب  ع ب  ه ن  س  ب  ت م  ت  ف  اوت خ  اص م  ق  ادی  ر خ  اص ت  واب  ع ه  م  چ  ن  ی  ن داری  م. ع  ددی،

ع  م  ود ان  د.

اس  ت. خ  اص ت  واب  ع ب  ودن پ  ای  ه ب  ی  ان  گ  ر ک  ه داری  م زی  ر خ  اص  ی  ت در را اس  اس  ی ن  ت  ی  ج  ه

{𝜙𝑛(𝑥)}∞𝑛=۰ و خ  اص م  ق  ادی  ر {𝜆𝑛}∞𝑛=۰ ک  ن  ی  د ف  رض ی  اف  ت  ه). ت  ع  م  ی  م ف  وری  ه (س  ری ۱۴ . ۱ خ  اص  ی  ت
ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک {𝜙𝑛}∞𝑛=۰ آن گ  اه ب  اش  د. اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ی  ک در آن ب  ر م  ن  ط  ب  ق خ  اص ت  واب  ع

اس  ت. زی  ر ب  رداری

𝑉 =􏿼𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] →ℝ ∶ پ  ی  وس  ت  ه، ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و 𝑓

𝛽۱𝑓(𝑏) + 𝛽۲𝑓′(𝑏) = ۰ و 𝛼۱𝑓(𝑎) + 𝛼۲𝑓′(𝑎) = ۰ 􏿿

ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود {𝑐𝑛}∞𝑛=۰ ع  ددی دن  ب  ال  ه ی  ع  ن  ی

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑐𝑛𝜙𝑛(𝑥).

م  ی  ان  گ  ی  ن ب  ا ب  راب  ر س  ری م  ق  دار 𝑓 ن  اپ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  اط در و ت  اب  ع م  ق  دار ب  ا ب  راب  ر س  ری م  ق  دار 𝑓 پ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  اط در
اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل زی  ر ف  رم  ول از 𝑐𝑛ه  ا ب  ه ع  لاوه اس  ت. ن  ق  ط  ه آن در 𝑓راس  ت و چ  پ ح  د

𝑐𝑛 =
⟨𝑓,𝜙𝑛⟩
⟨𝜙𝑛,𝜙𝑛⟩

آن، ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ف  وری  ه س  ری و ت  اب  ع ب  ی  ن ت  س  اوی گ  وی  ن  د. 𝑓 ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ف  وری  ه س  ری را ف  وق س  ری (۱ ت  ذک  ر.
ب  ود. خ  واه  د ن  ق  ط  ه م  ت  ن  ه  ای ت  ع  دادی در اح  ت  م  الاً ب  ه ج  ز ن  ق  ط  ه وار ت  س  اوی

در ن  ی  ز آن ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ف  وری  ه س  ری ای  ن ص  ورت در ک  ن  د ص  دق اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  رزی ش  رای  ط در 𝑓(𝑥) اگ  ر (۲
م  رزی ن  ق  اط در آن ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ف  وری  ه س  ری و 𝑓(𝑥) ب  ی  ن ت  س  اوی ل  ی  ک  ن م  ی ک  ن  د. ص  دق م  رزی ش  رای  ط ای  ن

ن  ب  اش  د. ب  رق  رار اس  ت م  م  ک  ن

گ  وی  ن  د. ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ف  وری  ه ض  رای  ب را 𝑐𝑛 ه  ا (۳
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ب  س  ط زی  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه خ  اص ت  واب  ع ح  س  ب ب  ر را 𝑓(𝑥) = 𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝 ت  اب  ع .۱۵ . ۱ م  ث  ال
⎨⎪⎪⎪⎪⎧ده  ی  د.

⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦″ +𝜆𝑦 = ۰,

𝑦′(۰) = ۰, 𝑦(𝑝) = ۰

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت را خ  اص ت  واب  ع و خ  اص م  ق  ادی  ر اب  ت  دا ح  ل.

،𝜆 = ۰ :۱ ح  ال  ت
𝑦″ = ۰ ⟹ 𝑦= 𝑐۱𝑥+ 𝑐۲

𝑦′(۰) = ۰ ⟹ 𝑐۱ = ۰

𝑦(𝑝) = ۰ ⟹ 𝑐۲ = ۰
ن  ی  س  ت. خ  اص م  ق  دار ی  ک ،𝜆 = ۰ پ  س

م  ی ش  ود: م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = −𝛼۲ < ۰ :۲ ح  ال  ت

𝑦 = 𝑐۱ cosh𝛼𝑥+ 𝑐۲ sinh𝛼𝑥

𝑦′(۰) = ۰ ⟹ 𝛼𝑐۲ = ۰ ⟹ 𝑐۲ = ۰

𝑦(𝑝) = ۰ ⟹ 𝑐۱ cosh𝛼𝑝 = ۰ ⟹ 𝑐۱ = ۰
ن  داری  م. م  ن  ف  ی خ  اص م  ق  دار پ  س

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ع  م  وم  ی ج  واب ح  ال  ت ای  ن در ،𝜆 = 𝛽۲ > ۰ :۳ ح  ال  ت

𝑦 = 𝑐۱ cos𝛽𝑥+ 𝑐۲ sin𝛽𝑥

𝑦′(۰) = ۰ ⟹ 𝛽𝑐۲ = ۰ ⟹ 𝑐۲ = ۰

𝑦(𝑝) = ۰ ⟹ 𝑐۱ cos𝛽𝑝 = ۰

ی  ا 𝛽𝑝 = (𝑛+ ۱
۲)𝜋 ب  ای  د ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در

𝛽 = (𝑛+ ۱
۲)
𝜋
𝑝 , 𝜆 = (𝑛+ ۱

۲)
۲𝜋۲

𝑝۲

و
𝑦𝑛(𝑥) = cos(𝑛+ ۱

۲)
𝜋
𝑝 𝑥.
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اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ای  ن از ح  اص  ل پ  ای  ه پ  س

􏿻cos(𝑛+ ۱
۲)
𝜋𝑥
𝑝 􏿾

∞

𝑛=۰

وج  ود پ  ای  ه ای  ن ب  رح  س  ب [۰, 𝑝] دام  ن  ه ب  ا 𝑓 پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ت  اب  ع ب  س  ط ام  ک  ان اخ  ی  ر خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ی  ع  ن  ی: دارد.

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑐𝑛 cos(𝑛+ ۱

۲)
𝜋𝑥
𝑝

اس  ت. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ض  رای  ب آن در ک  ه

𝑐𝑛 =
∫
𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos(𝑛+ ۱

۲)
𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥

∫
𝑝

۰
cos۲(𝑛 + ۱

۲)
𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥

= ۲
𝑝􏾙

𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos(𝑛+ ۱

۲)
𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥.

ن  ب  اش  د. ب  رق  رار ت  اب  ع و س  ری ب  ی  ن ت  س  اوی اس  ت م  م  ک  ن ب  ازه م  رزی ن  ق  اط در
،𝑓(𝑥) = 𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝 ت  اب  ع ب  رای م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان

𝑐𝑛 = ۲
𝑝􏾙

𝑝

۰
𝑥cos(𝑛+ ۱

۲)
𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥 = ۲

𝑝􏿼𝑥
𝑝

𝜋(𝑛+ ۱
۲)
sin(𝑛+ ۱

۲)
𝜋𝑥
𝑝 􏵶

𝑝

۰

−􏾙
𝑝

۰

𝑝
𝜋(𝑛+ ۱

۲)
sin(𝑛+ ۱

۲)
𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥􏿿 =

۴𝑝(−۱)𝑛
(۲𝑛+ ۱)𝜋 −

۸𝑝
(۲𝑛+ ۱)۲𝜋۲ .

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

𝑥 =
∞
􏾜
𝑛=۰
􏿰
۴𝑝(−۱)𝑛
(۲𝑛+ ۱)𝜋 −

۸𝑝
(۲𝑛+ ۱)۲𝜋۲􏿳 cos(𝑛+

۱
۲)
𝜋𝑥
𝑝 , ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝.

ن  ی  س  ت. ب  رق  رار ت  س  اوی م  رزی ن  ق  ط  ه دو در م  ی ش  ود م  ش  اه  ده

م  ع  ادل  ه در {𝜙𝑛(𝑥)}∞𝑛=۰ آن  ه  ا ب  ه واب  س  ت  ه خ  اص ت  واب  ع و {𝜆𝑛}∞𝑛=۰ خ  اص م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه ب  ه ای  ن ک  ه ن  ظ  ر ت  ذک  ر.
داری  م: ی  ع  ن  ی م  ی ک  ن  د، ص  دق اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل

𝑎۱(𝑥)𝜙″𝑛(𝑥) + 𝑎۲(𝑥)𝜙′𝑛(𝑥) + (𝑎۳ +𝜆𝑛)𝜙𝑛 = ۰

ی  ا
𝑎۱(𝑥)𝜙″𝑛 + 𝑎۲(𝑥)𝜙′𝑛 = −𝑎۳(𝑥)𝜙𝑛 −𝜆𝑛𝜙𝑛.

ب  اش  د. ب  رق  رار زی  ر ش  رای  ط ک  ه ک  رد اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از م  س  ائ  ل  ی ب  رای پ  ای  ه ای  ن از
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ی  ع  ن  ی: ب  اش  د. داش  ت  ه ت  ط  ب  ی  ق اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط (۱

𝛼۱𝑢+𝛼۲𝑢𝑥 􏿖
𝑥=𝑎
= ۰

𝛽۱𝑢+ 𝛽۲𝑢𝑥 􏿖
𝑥=𝑏
= ۰

م  ع  ادل  ه در ش  ده ظ  اه  ر م  ش  ت  ق  ات از ف  اک  ت  وره  ای  ی ب  ه ش  ک  ل م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ش  ده ظ  اه  ر م  ش  ت  ق  ات (۲
ب  ه ش  ک  ل: ی  ع  ن  ی ب  اش  د. واب  س  ت  ه اش  ت  ورم-ل  ی  ووی  ل

𝑎۱(𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑎۲(𝑥)𝑢𝑥

ی  ا
􏿴𝑎۱(𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑎۲(𝑥)𝑢𝑥􏿷𝑡 و 􏿴𝑎۱(𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑎۲(𝑥)𝑢𝑥􏿷𝑡𝑡

اس  ت. 𝑡 ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق 𝑡ان  دی  س از م  ن  ظ  ور آن در ک  ه

اس  ت. زی  ر م  س  ای  ل ح  ل م  ن  اس  ب 􏿺 cos(𝑛+ ۱
۲)
𝜋𝑥
𝑝 􏿽

∞

𝑛=۰
پ  ای  ه م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 −𝑢𝑥𝑥 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝, 𝑡 ≥ ۰

𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡۲, 𝑢(𝑝, 𝑡) = 𝑡
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 −𝑢𝑥𝑥𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑢𝑥𝑥 +𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝, 𝑡 ≥ ۰

𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝑝, 𝑡) = ۱, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡۲, 𝑢𝑥𝑥(𝑝, 𝑡) = ۲

اس  ت. زی  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه خ  اص ت  واب  ع 􏿺 sin 𝑛𝜋𝑥
𝑝 􏿽

∞

𝑛=۱
پ  ای  ه ت  ذک  ر.

𝑦″ +𝜆𝑦 = ۰, 𝑦(۰) = ۰, 𝑦(𝑝) = ۰.

اس  ت. زی  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه خ  اص ت  واب  ع 􏿺 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿽
∞

𝑛=۰
پ  ای  ه ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑦″ +𝜆𝑦 = ۰, 𝑦′(۰) = ۰, 𝑦′(𝑝) = ۰.

داری  م. ت  وض  ی  ح  ات  ی آن  ه  ا از ی  ک ه  ر درب  اره ای  ن ج  ا در آورده ای  م. ب  ه دس  ت پ  ای  ه پ  ن  ج ب  ه ح  ال ت  ا



ک  ران  ه دار۳۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

ی  ع  ن  ی، دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن :􏿺 sin 𝑛𝜋𝑥
𝑝 􏿽

∞

𝑛=۱
ی  ع  ن  ی ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۱

ب  اش  د. ن  ش  ده ظ  اه  ر 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در ای  ن ک  ه ب  ر م  ش  روط اس  ت 𝑢􏿖
𝑥=𝑝

و 𝑢􏿖
𝑥=۰

ی  ع  ن  ی، ن  ی  وم  ن م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن :􏿺 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿽
∞

𝑛=۰
ی  ع  ن  ی ق  دی  م ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۲

ب  اش  ی  م. ن  داش  ت  ه 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در ای  ن ک  ه ب  ر م  ش  روط اس  ت 𝑢𝑥􏿖
𝑥=𝑝

و 𝑢𝑥􏿖
𝑥=۰

ی  ع  ن  ی، م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ه  ر ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن :􏿺𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 􏿽

∞

𝑛=−∞
ی  ع  ن  ی ن  م  ائ  ی پ  ای  ه (۳

اس  ت. 𝑢𝑥􏿖
𝑥=𝑝
−𝑢𝑥􏿖

𝑥=−𝑝
و 𝑢􏿖

𝑥=𝑝
−𝑢􏿖

𝑥=−𝑝

روب  ی  ن م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن :􏿺 sin(𝑛+ ۱
۲)
𝜋𝑥
𝑝 􏿽

∞

𝑛=۰
ی  ع  ن  ی ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۴

ن  ب  اش  د. م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق و ب  اش  د ش  ده داده 𝑢􏿖
𝑥=۰

و 𝑢𝑥􏿖
𝑥=𝑝

ی  ع  ن  ی، چ  پ

م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن :􏿺 cos(𝑛 + ۱
۲)
𝜋𝑥
𝑝 􏿽

∞

𝑛=۰
ی  ع  ن  ی ج  دی  د ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۵

م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق ای  ن ک  ه ب  ر م  ش  روط اس  ت 𝑢𝑥􏿖
𝑥=۰

و 𝑢􏿖
𝑥=𝑝

ی  ع  ن  ی، راس  ت روب  ی  ن
ب  اش  د. ن  ش  ده ظ  اه  ر

ف  رم  ول از ف  وری  ه ض  رای  ب وک  س  ی  ن  وس  ی ه  ا س  ی  ن  وس  ی ه  ا پ  ای  ه ه  ای ب  رای ت  ذک  ر.

𝑐𝑛 = ۲
𝑝􏾙

𝑝

۰
𝑓(𝑥)𝜙𝑛(𝑥)𝑑𝑥

ف  رم  ول از ف  وری  ه ض  رای  ب ن  م  ائ  ی پ  ای  ه ب  رای و م  ی آی  ن  د ب  ه دس  ت

𝑐𝑛 = ۱
۲𝑝􏾙

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)𝜙𝑛(𝑥)𝑑𝑥.

م  ی ش  ون  د. م  ح  اس  ب  ه

اگ  ر اس  ت م  س  ئ  ل  ه ی  ک ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای ت  ذک  ر.

ک  ن  د. ص  دق م  س  ئ  ل  ه آن ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط در (۱

ب  ر ش  ده ظ  اه  ر ف  وری  ه س  ری ه  ای ک  ل  ی  ه ده  ی  م ق  رار م  ع  ادل  ه در و ب  ن  وی  س  ی  م پ  ای  ه ای  ن ح  س  ب ب  ر را م  س  ئ  ل  ه ج  واب (۲
ب  اش  د. پ  ای  ه ای  ن ح  س  ب
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اس  ت. زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ن  اس  ب 􏿺 sin(𝑛+ ۱
۲)𝑥􏿽

∞

𝑛=۰
پ  ای  ه .۱۶ . ۱ م  ث  ال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡 −𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 −𝑢𝑥𝑥 +𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑥۲

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 𝑡۲, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۱, 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰

اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل م  ش  اب  ه ب  ه ص  ورت ن  ی  ز ب  الات  ر م  رت  ب  ه اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ائ  ل ت  ذک  ر.

۵ . ۱ ت  م  ری  ن
ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ائ  ل

.𝑦″ + ۲𝑦′ +𝜆𝑦 = ۰, 𝑦(۰) = ۰, 𝑦(۱) = ۰ . ۱

.𝑦″ + ۲𝑦′ +𝜆𝑦 = ۰, 𝑦(۰) = ۰, 𝑦′(۱) = ۰ . ۲

.𝑦″ − ۲𝑦′ +𝜆𝑦 = ۰, 𝑦′(۰) = ۰, 𝑦′(𝜋) = ۰ . ۳

.𝑥۲𝑦″ +𝑥𝑦′ +𝜆𝑦 = ۰, 𝑦(۱) = ۰, 𝑦(𝑒) = ۰ . ۴

.(۱+𝑥)۲𝑦″ + ۲(۱+𝑥)𝑦′ +𝜆𝑦 = ۰, 𝑦′(۰) = ۰, 𝑦′(۱) = ۰ . ۵

ده  ی  د. ب  س  ط زی  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه خ  اص ت  واب  ع ب  رح  س  ب [۰,𝜋]روی را 𝑓(𝑥) = 𝑥۲ ت  اب  ع . ۶

𝑦″ + ۲𝑦′ +𝜆𝑦 = ۰, 𝑦′(۰) = ۰, 𝑦(𝜋) = ۰.

ج  داس  ازی روش ۶ . ۱
ب  ا اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  رزی ش  رط ه  ر ب  رای چ  گ  ون  ه دی  دی  م اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ع  ن  وان ت  ح  ت ق  ب  ل ب  خ  ش در
ش  ده داده م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  رای ک  ه ه  س  ت  ی  م ای  ن دن  ب  ال ب  خ  ش ای  ن در ک  ن  ی  م. ت  ول  ی  د پ  ای  ه آن، م  ع  ادل  ه از اس  ت  ف  اده
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و ب  ن  وی  س  ی  م را آن م  ن  اس  ب اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه چ  گ  ون  ه م  رزی و اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا پ  اره ای م  ش  ت  ق  ات ب  ا م  ع  ادلات
ک  ن  ی  م. ح  ل را پ  اره ای م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه م  س  ئ  ل  ه، ای  ن از ح  اص  ل پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا

م  ع  ادل  ه ب  خ  واه  ی  م و م  س  ئ  ل  ه م  ک  ان م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای از ی  ک  ی 𝑥 و م  ع  ادل  ه م  ج  ه  ول ت  اب  ع 𝑢 ک  ن  ی  د ف  رض
از را 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق ح  اوی ج  م  لات ک  ل  ی  ه اب  ت  دا ای  ن  ک  ار ب  رای ب  ن  وی  س  ی  م. را 𝑥 ب  ه م  رب  وط اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل
ه  ر م  ی گ  ی  ری  م. ف  اک  ت  ور دی  گ  ر م  ت  غ  ی  ره  ای ی  ک  س  ان م  ش  ت  ق  ات ب  ه ن  س  ب  ت س  پ  س م  ی ن  وی  س  ی  م. ه  م ک  ن  ار و ج  دا م  ع  ادل  ه
ب  ه دس  ت اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه چ  ن  د ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب م  ی ده  ی  م. ق  رار −𝜆𝑢 ب  راب  ر را 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق  ات از ی  ک
پ  ای  ه  ه  ای چ  ن  ان چ  ه م  ی ک  ن  ی  م. ح  ل م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ب  ا را اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادلات ای  ن از ی  ک ه  ر م  ی آی  د.

اس  ت. م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن ب  اش  د. ی  ک  س  ان ح  اص  ل

ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر م  س  ئ  ل  ه م  ن  اس  ب پ  ای  ه .۱۷ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 +𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑥۲,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 𝑡۲, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۱, 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰

از ع  ب  ارت  ن  د 𝑥م  ش  ت  ق  ات ب  ه م  رب  وط ج  م  لات ح  ل.
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡.

ط  وری ب  ای  د اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه پ  س ک  ن  د. ب  ی  ان 𝑢ح  س  ب ب  ر را م  ش  ت  ق  ات ای  ن ک  ه ب  اش  د ط  وری ب  ای  د پ  ای  ه
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ک  ه ب  اش  د

𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜆𝑢 , 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 = −𝜆′𝑢𝑡𝑡.

م  ی ش  ود: اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادلات پ  س

𝑦(۴) +𝜆𝑦 = ۰ , 𝑦″ +𝜆′𝑦 = ۰.

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ی  ز اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  رزی ش  رای  ط

𝑦(۰) = ۰, 𝑦′(𝜋) = ۰, 𝑦″(۰) = ۰, 𝑦‴(𝜋) = ۰.

اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه

𝑦″ +𝜆′𝑦 = ۰, 𝑦(۰) = ۰, 𝑦′(𝜋) = ۰



ج  داس  ازی روش . ۶ . ۱۴۱

م  ی ب  اش  د. 􏿺 sin(𝑛+ ۱
۲)𝑥􏿽

∞

𝑛=۰
خ  اص ت  واب  ع 𝜆′𝑛و = (𝑛+ ۱

۲)۲ خ  اص م  ق  ادی  ر دارای
داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را دی  گ  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦(۴) +𝜆𝑦 = ۰,

𝑦(۰) = ۰, 𝑦′(𝜋) = ۰, 𝑦″(۰) = ۰, 𝑦‴(𝜋) = ۰.

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ع  م  وم  ی ج  واب ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = ۰ :۱ ح  ال  ت

𝑦 = 𝑐۱𝑥۳ + 𝑐۲𝑥۲ + 𝑐۱𝑥+ 𝑐.

ن  ی  س  ت. خ  اص 𝜆م  ق  دار = ۰ پ  س .𝑐۱ = 𝑐۲ = 𝑐۳ = 𝑐۴ = ۰ م  ی آوری  م، ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

ب  ا اس  ت ع  ب  ارت م  ع  ادل  ه ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = −𝛼۴ < ۰ :۲ ح  ال  ت

𝑦(۴) +𝛼۴𝑦 = ۰

𝑟۴ +𝛼۴ = ۰ ⟹ 𝑟= 𝛼 ۴√−۱ = ±𝛼􏿵 ۱
√۲

± 𝑖 ۱
√۲
􏿸

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را ع  م  وم  ی ج  واب پ  س

𝑦 = 𝑒
𝛼
√۲
𝑥
􏿵𝑐۱ cos 𝛼

√۲
𝑥+ 𝑐۲ sin 𝛼

√۲
𝑥􏿸 + 𝑒

− 𝛼
√۲
𝑥
􏿵𝑐۳ cos 𝛼

√۲
𝑥+ 𝑐۴ sin 𝛼

√۲
𝑥􏿸.

ن  داری  م. م  ن  ف  ی خ  اص م  ق  دار پ  س .𝑐۱ = 𝑐۲ = 𝑐۳ = 𝑐۴ = ۰ م  ی آوری  م، ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

داری  م. 𝑦(۴) +𝑦 = ۰ ب  ه ص  ورت را م  ع  ادل  ه .𝜆 = 𝛽۴ :۳ ح  ال  ت

𝑟۴ − 𝛽۴ = ۰ ⟹ 𝑟=±𝛽, ±𝑖𝛽

𝑦 = 𝑐۱ cos𝛽𝑥+ 𝑐۲ sin𝛽𝑥+ 𝑐۳ cosh𝛽𝑥+ 𝑐۴ sinh𝛽𝑥

𝑦(۰) = ۰ ⟹ 𝑐۱ + 𝑐۳ = ۰

𝑦″(۰) = ۰ ⟹ −𝑐۱ + 𝑐۳ = ۰.
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ه  م  چ  ن  ی  ن .𝑐۱ = 𝑐۳ = ۰ پ  س

𝑦′(𝜋) = 𝛽𝑐۲ cos𝛽𝜋+ 𝛽𝑐۴ cosh𝛽𝜋 = ۰

𝑦‴(𝜋) = −𝛽۳𝑐۲ cos𝛽𝜋+ 𝛽۳𝑐۴ cosh𝛽𝜋 = ۰.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب ب  رای ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑐۴ cosh𝛽𝜋 = ۰ ⟹ 𝑐۴ = ۰

𝑐۲ cos𝛽𝜋 = ۰ ⟹ 𝛽𝜋= (𝑛+ ۱
۲)𝜋.

.𝑦𝑛 = sin(𝑛+ ۱
۲)𝑥 𝜆𝑛و = (𝑛+ ۱

۲)۲ ،𝛽𝑛 = (𝑛+ ۱
۲) ی  ا

ی  ع  ن  ی م  ی ک  ن  د. ح  ل را م  س  ئ  ل  ه پ  ای  ه ای  ن پ  س م  ی ب  اش  د. 􏿺 sin(𝑛 + ۱
۲)𝑥􏿽

∞

𝑛=۰
پ  ای  ه ح  اص  ل پ  ای  ه

م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر ب  ا س  پ  س ک  ن  ی  م. ت  ع  ی  ی  ن م  رزی ش  رای  ط روی از را 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) م  ی ب  ای  س  ت  ی اب  ت  دا
ان  ت  ه  ا در گ  ردد. ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ت  ا ب  ن  وی  س  ی  م 𝑣 ب  رای را م  س  ئ  ل  ه 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) + 𝑣(𝑥, 𝑡)

م  ی گ  ی  ری  م:

𝑣(𝑥, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑇𝑛(𝑡) sin(𝑛+ ۱

۲)𝑥.

م  ی ش  ود. ک  ام  ل م  س  ئ  ل  ه ح  ل 𝑇𝑛(𝑡)ه  ا ت  ع  ی  ی  ن و م  س  ئ  ل  ه در 𝑣 دادن ق  رار از

ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ه  ای .۱۸ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 −𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 +𝑢𝑧𝑧 + ۲𝑢𝑧 +𝑢+𝑥𝑦𝑧𝑡, ۰ ≤ 𝑥,𝑦, 𝑧 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦𝑧,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥(𝜋,𝑦, 𝑧, 𝑡) = ۰,

𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑧, 𝑡) = ۰, 𝑢(𝑥,𝜋, 𝑧, 𝑡) = ۰,

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰, 𝑡) = ۰, 𝑢(𝑥, 𝑦,𝜋, 𝑡) = ۰

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑥 ب  ه م  رب  وط م  ش  ت  ق  ات ح  ل.

𝑢𝑥𝑥 , 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦.
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ده  د: ب  ه دس  ت را زی  ر ت  س  اوی ه  ای ب  ای  د اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه پ  س

𝑢𝑥𝑥 = −𝜆𝑢 , 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 = −𝜆′𝑢𝑦𝑦.

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑥 اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه پ  س

𝑋″(𝑥) +𝜆𝑋 = ۰, 𝑋(۰) = ۰, 𝑋′(𝜋) = ۰.

ی  ع  ن  ی: م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝑝 = 𝜋 ب  ا دوم س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل از

􏿻sin(𝑛+ ۱
۲)𝑥􏿾

∞

𝑛=۰
.

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه آن ب  رای ک  ه ب  اش  د ط  وری ب  ای  د 𝑦 اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه

𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 = −𝜆𝑢𝑥𝑥.

ب  اش  د. زی  ر ب  ه ص  ورت ب  ای  د م  س  ئ  ل  ه ای  ن پ  س

𝑦″(𝑦) +𝜆𝑦 = ۰, 𝑦′(۰) = ۰, 𝑦(𝜋) = ۰

ی  ع  ن  ی: م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝑝 = 𝜋 دوم، ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل از

􏿻cos(𝑛+ ۱
۲)𝑦􏿾

∞

𝑛=۰
.

ک  ن  د. ب  رق  رار را زی  ر ت  س  اوی ت  ا ب  اش  د ط  وری م  ی ب  ای  س  ت  ی 𝑧 ب  ه م  رب  وط اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه

𝑢𝑧𝑧 + ۲𝑢𝑧 = −𝜆𝑢.

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای  ن پ  س

𝑍″(𝑧) + ۲𝑍′(𝑧) + 𝜆𝑍 = ۰.

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ی  ز آن ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط

𝑍(۰) = ۰ , 𝑍(𝜋) = ۰.
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از اس  ت ع  ب  ارت م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه
𝑟۲ + ۲𝑟 +𝜆 = ۰.

و 𝑟 = ۰ و 𝑟 = −۲ ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = ۰ :۱ ح  ال  ت

𝑍 = 𝑐۱ + 𝑐۲𝑒−۲𝑧

ن  ی  س  ت. خ  اص 𝜆م  ق  دار = ۰ پ  س .𝑐۱ = 𝑐۲ = ۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

.𝜆 = −𝛼۲ < ۰ :۲ ح  ال  ت

𝑟۲ + ۲𝑟 +𝜆 = ۰

𝑟 = −۱±√۱+𝛼۲ = 𝑟۱, 𝑟۲ , 𝑟۱ > ۰, 𝑟۲ < ۰

𝑍 = 𝑐۱𝑒𝑟۱𝑧 + 𝑐۲𝑒𝑟۲𝑧

ن  داری  م. م  ن  ف  ی خ  اص م  ق  دار پ  س .𝑐۱ = 𝑐۲ = ۰ م  ی آی  د ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

داری  م: .𝜆 = 𝛽۲ > ۰ :۳ ح  ال  ت

𝑟۲ + ۲𝑟 + 𝛽۲ = ۰ ⟹ 𝑟= −۱±􏽮۱− 𝛽۲

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت ،۱− 𝛽۲ ≥ ۰ اگ  ر

𝑍 = 𝑐۱𝑒𝑟۱𝑧 + 𝑐۲𝑒𝑟۲𝑧, 𝑟۱ < ۰, 𝑟۲ < ۰

ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب ه  م ۰ ≤ 𝜆 ≤ ۱ ب  رای پ  س .𝑐۱ = 𝑐۲ = ۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا
ن  داری  م. ی  ک و ص  ف  ر ب  ی  ن خ  اص م  ق  دار ی  ا ن  داری  م.

و 𝑟 = −۱± 𝑖𝛾ص  ورت ای  ن در ۱− 𝛽۲ = −𝛾۲ < ۰ اگ  ر

𝑍 = 𝑒−𝑧􏿵𝑐۱ cos𝛾𝑧+ 𝑐۲ sin𝛾𝑧􏿸

𝑍(۰) = ۰ ⟹ 𝑐۱ = ۰

𝑍(𝜋) = ۰ ⟹ 𝑐۲𝑒−𝜋 sin𝛾𝜋 = ۰ ⟹ sin𝛾𝜋 = ۰

⟹ 𝛾𝜋= 𝑛𝜋 ⟹ 𝛾= 𝑛
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پ  ای  ه پ  س .𝑛 = ۱,۲,⋯ ،𝑒−𝑧 sin𝑛𝑧خ  اص ت  واب  ع و 𝜆𝑛 = ۱+𝑛۲ از ع  ب  ارت ان  د خ  اص م  ق  ادی  ر پ  س
از اس  ت ع  ب  ارت 𝑧 م  ت  غ  ی  ر م  ن  اس  ب

􏿻𝑒−𝑧 sin𝑛𝑧􏿾
∞

𝑛=۱
.

اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑓(𝑧) =
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑐𝑛𝑒−𝑧 sin𝑛𝑧

ای  ن ص  ورت در
𝑐𝑛 = ۲

𝜋􏾙
𝜋

۰
𝑒𝑧𝑓(𝑧) sin𝑛𝑧𝑑𝑧.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  رای را زی  ر پ  ای  ه ه  ای ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

􏿻sin(𝑛+ ۱
۲)𝑥􏿾

∞

𝑛=۰
, 􏿻 cos(𝑚+ ۱

۲)𝑦􏿾
∞

𝑚=۰
, 􏿻𝑒−𝑧 sin𝑘𝑧􏿾

∞

𝑘=۱
.

ب  گ  ی  ری  م. ب  ای  د ای  ن ک  ار ب  رای ک  ن  ی  م. ح  ل را م  س  ئ  ل  ه پ  ای  ه ه  ا ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا چ  گ  ون  ه اس  ت ای  ن س  وال ح  ال

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۰

∞
􏾜
𝑚=۰

∞
􏾜
𝑘=۱
𝑇𝑛𝑚𝑘(𝑡) sin(𝑛+ ۱

۲)𝑥 cos(𝑚+
۱
۲)𝑦 𝑒

−𝑧 sin𝑘𝑧

ب  خ  ش در را آن ع  ل  ت م  ی آی  د. ب  ه دس  ت ن  ه  ای  ی ج  واب و ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل 𝑇𝑛𝑚𝑘(𝑡) م  س  ئ  ل  ه در آن دادن ق  رار ب  ا
داش  ت. خ  واه  ی  م م  ض  اع  ف ف  وری  ه س  ری ع  ن  وان ت  ح  ت ب  ع  دی

۶ . ۱ ت  م  ری  ن

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر م  س  ائ  ل م  ک  ان م  ت  غ  ی  ره  ای از ی  ک ه  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه

۱. 𝑢𝑡𝑡 + ۲𝑢𝑡 −𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢𝑥 +𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑒𝑡, 𝑢(۱, 𝑡) = 𝑡
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۲. 𝑢𝑡 − ۴𝑢𝑥𝑥 −𝑢𝑡𝑥𝑥 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑡) = 𝑡۲

۳. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑦𝑦 +𝑢+𝑥𝑦𝑡, ۰ ≤ 𝑥,𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, ۰) = 𝑥𝑦,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑦𝑡۲, 𝑢𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = 𝑦۲𝑡,

𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑥۲𝑡۲, 𝑢𝑦(𝑥, ۱, 𝑡) = 𝑥𝑡

۴. 𝑟۲𝑢𝑟𝑟 + 𝑟𝑢𝑟 +𝑢𝜃𝜃 = 𝑟sin𝜃, ۰ ≤ 𝜃 ≤ 𝜋, ۱ ≤ 𝑟 ≤ ۲

𝑢(𝑟, ۰) = 𝑟, 𝑢𝜃(𝑟,𝜋) = ۰, 𝑢(۱,𝜃) = 𝜃, 𝑢(۲,𝜃) = ۰

۵. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑦𝑦 + ۴𝑢𝑦 +𝑢𝑧𝑧, ۰ ≤ 𝑥,𝑦, 𝑧 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦۲, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑦𝑧۲,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑧𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑦𝑡۲,

𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑧, 𝑡) = 𝑥𝑡, 𝑢𝑦(𝑥, ۱, 𝑧, 𝑡) = 𝑧𝑡,

𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, ۰, 𝑡) = 𝑦𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑦, ۱, 𝑡) = 𝑥𝑡۲

۶. 𝑢𝑡𝑡 + ۲𝑢𝑡 +𝑢𝑡𝑥𝑥 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑡۲, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑥,

𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡۲, 𝑢(۱, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۱, 𝑢𝑥𝑥(۱, 𝑡) = 𝑡

چ  ن  دگ  ان  ه و دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری ۷ . ۱
ب  ا اس  ت. دوت  ا از ب  ی  ش  ت  ر ی  ا و دو م  ک  ان م  ت  غ  ی  ره  ای ت  ع  داد پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل از ب  ع  ض  ی در
آن ح  اص  ل ض  رب از اس  ت. پ  ذی  ر ان  ج  ام پ  ای  ه ت  ه  ی  ه آن ه  ا از ی  ک ه  ر ب  رای اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه از اس  ت  ف  اده
ق  اب  ل چ  ن  دگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری ی  ک ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ج  واب و م  ی آی  د ب  ه دس  ت دو از ب  ی  ش  ت  ر ی  ا م  ت  غ  ی  ره دو پ  ای  ه پ  ای  ه ه  ا

اس  ت. آن ض  رای  ب و س  ری ای  ن ن  م  ای  ش ب  خ  ش ای  ن از ه  دف اس  ت. ارائ  ه
۲𝑞 > ۰ و 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی و پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ت  اب  ع  ی 𝑓(𝑥,𝑦) ک  ن  ی  د ف  رض
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ن  وش  ت: م  ی ت  وان م  ع  ی  ن 𝑦ب  رای ب  اش  د. 𝑦 ب  ه ن  س  ب  ت

𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑎۰(𝑦)۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿵𝑎𝑛(𝑦) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿸

𝑎𝑛(𝑦) = ۱
𝑝􏾙

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥,𝑦) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥, 𝑛 = ۰, ۱,۲,⋯

𝑏𝑛(𝑦) = ۱
𝑝􏾙

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥,𝑦) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥, 𝑛 = ۱,۲,۳,⋯

س  ری دارای پ  س ه  س  ت  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه و ۲𝑞 > ۰ ت  ن  اوب ب  ادوره ت  ن  اوب  ی ن  ی  ز 𝑏𝑛(𝑦) و 𝑎𝑛(𝑦) ت  واب  ع
ف  وری  ه ان  د.

𝑎𝑛(𝑦) = 𝑎𝑛۰۲ +
∞
􏾜
𝑚=۱

􏿵𝑎𝑛𝑚 cos
𝑚𝜋𝑦
𝑞 + 𝑏𝑛𝑚 sin

𝑚𝜋𝑦
𝑞 􏿸,

𝑎𝑛𝑚 = ۱
𝑞􏾙

𝑞

−𝑞
𝑎𝑛(𝑦) cos

𝑚𝜋𝑦
𝑞 𝑑𝑦

= ۱
𝑝𝑞􏾙

𝑝

−𝑝
􏾙

𝑞

−𝑞
𝑓(𝑥,𝑦) cos 𝑚𝜋𝑦𝑞 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥𝑑𝑦,

𝑏𝑛𝑚 = ۱
𝑞􏾙

𝑞

−𝑞
𝑏𝑛(𝑦) sin

𝑚𝜋𝑦
𝑞 𝑑𝑦

= ۱
𝑝𝑞􏾙

𝑝

−𝑝
􏾙

𝑞

−𝑞
𝑓(𝑥,𝑦) sin 𝑚𝜋𝑦𝑞 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥𝑑𝑦.

𝑏𝑛(𝑦) = 𝑐𝑛۰۲ +
∞
􏾜
𝑚=۱

􏿵𝑐𝑛𝑚 cos
𝑚𝜋𝑦
𝑞 + 𝑑𝑛𝑚 sin

𝑚𝜋𝑦
𝑞 􏿸,

𝑐𝑛𝑚 = ۱
𝑞􏾙

𝑞

−𝑞
𝑏𝑛(𝑦) cos

𝑚𝜋𝑦
𝑞 𝑑𝑦

= ۱
𝑝𝑞􏾙

𝑝

−𝑝
􏾙

𝑞

−𝑞
𝑓(𝑥,𝑦) cos 𝑚𝜋𝑦𝑞 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥𝑑𝑦,

𝑑𝑛𝑚 = ۱
𝑞􏾙

𝑞

−𝑞
𝑏𝑛(𝑦) sin

𝑚𝜋𝑦
𝑞 𝑑𝑦

= ۱
𝑝𝑞􏾙

𝑝

−𝑝
􏾙

𝑞

−𝑞
𝑓(𝑥,𝑦) sin 𝑚𝜋𝑦𝑞 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥𝑑𝑦.
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م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ق  ب  ل  ی ف  وری  ه س  ری در ف  وری  ه س  ری ه  ای ای  ن دادن ق  رار از

𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑎۰۰۴ + ۱
۲
∞
􏾜
𝑚=۱

􏿵𝑎۰𝑚 cos
𝑚𝜋𝑦
𝑞 + 𝑏۰𝑚 sin

𝑚𝜋𝑦
𝑞 􏿸

+ ۱
۲
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿵𝑎𝑛۰ cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 + 𝑐𝑛۰ sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿸

+
∞
􏾜
𝑛=۱

∞
􏾜
𝑚=۱

􏿶𝑎𝑛𝑚 cos
𝑛𝜋𝑥
𝑝 cos 𝑚𝜋𝑦𝑞 + 𝑏𝑛𝑚 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 sin 𝑚𝜋𝑦𝑞

+ 𝑐𝑛𝑚 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 cos 𝑚𝜋𝑦𝑞 + 𝑑𝑛𝑚 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 sin 𝑚𝜋𝑦𝑞 􏿹

زی  ر ف  ش  رده ب  ه ص  ورت را آن م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا گ  وی  ن  د. 𝑓 دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری را س  ری ای  ن
ن  وش  ت: م  ی ت  وان

𝑓(𝑥,𝑦) =
∞
􏾜
𝑛=−∞

∞
􏾜
𝑚=−∞

𝑐𝑛𝑚𝑒
𝑖(𝑚𝜋𝑞 𝑦+

𝑛𝜋
𝑝 𝑥)

𝑐𝑛𝑚 = ۱
۴𝑝𝑞􏾙

𝑝

−𝑝
􏾙

𝑞

−𝑞
𝑓(𝑥,𝑦)𝑒−𝑖(

𝑚𝜋
𝑞 𝑦+

𝑛𝜋
𝑝 𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

داری  م. را زی  ر خ  اص  ی  ت م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دو ح  اوی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ب  رای پ  ای  ه ب  ا ارت  ب  اط در

پ  ای  ه ب  اش  د ب  ی  ش  ت  ر ی  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دو پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ئ  ل  ه ی  ک در اگ  ر .۱۵ . ۱ خ  اص  ی  ت
م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  ه ع  لاوه م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  ت  غ  ی  ره  ا از ی  ک ه  ر پ  ای  ه ه  ای ح  اص  ل ض  رب از م  س  ئ  ل  ه آن ح  ل م  ن  اس  ب
ض  رای  ب ح  اص  ل ض  رب از ه  م ف  وری  ه ض  رای  ب اس  ت. ن  م  ای  ش ق  اب  ل چ  ن  دگ  ان  ه ی  ا دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری ب  ه ص  ورت

اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل م  ش  اب  ه ب  ه ص  ورت ف  وری  ه

زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه پ  وآس  ون م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۱۹ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 +𝑢 = 𝑥+ 𝑦, ۰ ≤ 𝑥,𝑦 ≤ ۱

𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢(𝑥, ۱) = 𝑥, 𝑢(۰, 𝑦) = ۰, 𝑢𝑥(۱, 𝑦) = 𝑦

𝑞 = ۱ ب  ا ج  دی  د ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه 𝑦م  ن  اس  ب پ  ای  ه و 𝑝 = ۱ ب  ا ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه 𝑥ب  رای م  ن  اس  ب پ  ای  ه ح  ل.
از اس  ت ع  ب  ارت م  ن  اس  ب پ  ای  ه پ  س اس  ت.

􏿻sin(𝑛+ ۱
۲)𝜋𝑥cos(𝑚+

۱
۲)𝜋𝑦􏿾

∞

𝑛,𝑚=۰
.



چ  ن  دگ  ان  ه و دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری . ۷ . ۱۴۹

𝑢(𝑥,𝑦) = 𝑣(𝑥,𝑦)+𝑥𝑦ب  ه ص  ورت را م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر پ  س .𝑢𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦گ  رف  ت م  ی ت  وان ه  م  چ  ن  ی  ن
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑣ب  رای م  س  ئ  ل  ه داری  م.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣𝑥𝑥 +𝑣𝑦𝑦 +𝑣 = −𝑥𝑦+ 𝑥+ 𝑦, ۰ ≤ 𝑥,𝑦 ≤ ۱

𝑣𝑦(𝑥, ۰) = ۰, 𝑣(𝑥, ۱) = ۰, 𝑣(۰, 𝑦) = ۰, 𝑣𝑥(۱, 𝑦) = ۰

م  ی گ  ی  ری  م: ح  ال

𝑣(𝑥,𝑦) =
∞
􏾜
𝑛=۰

∞
􏾜
𝑚=۰

𝐴𝑛𝑚 sin(𝑛+ ۱
۲)𝜋𝑥cos(𝑚+

۱
۲)𝜋𝑦.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  ت  ن  اظ  ر ج  م  لات ض  رای  ب دادن ق  رار ب  راب  ر و م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از

−􏿯(𝑛+ ۱
۲)

۲𝜋۲ + (𝑚+ ۱
۲)

۲𝜋۲ − ۱􏿲𝐴𝑛𝑚 = 𝑏𝑛𝑚 + 𝑐𝑛𝑚 +𝑑𝑛𝑚

آن در ک  ه

𝑏𝑛𝑚 = ۴􏾙
۱

۰
􏾙

۱

۰
−𝑥𝑦sin(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥cos(𝑚+
۱
۲)𝜋𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑐𝑛𝑚 = ۴􏾙
۱

۰
􏾙

۱

۰
𝑥sin(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥cos(𝑚+
۱
۲)𝜋𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑𝑛𝑚 = ۴􏾙
۱

۰
􏾙

۱

۰
𝑦sin(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥cos(𝑚+
۱
۲)𝜋𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦.

ی  ا

𝑏𝑛𝑚 = ۱۶ (−۱)𝑛
(𝑛 + ۱

۲)۲𝜋۲􏿰
(−۱)𝑚

(𝑚+ ۱
۲)۲𝜋۲

− ۱
(𝑚+ ۱

۲)۲𝜋۲􏿳

𝑐𝑛𝑚 =
۴(−۱)𝑛

(𝑛 + ۱
۲)۲𝜋۲

⋅ (−۱)𝑚
(𝑚+ ۱

۲)𝜋

𝑑𝑛𝑚 = ۴
(𝑛 + ۱

۲)𝜋
􏿰
(−۱)𝑚

(𝑚+ ۱
۲)𝜋

− ۱
(𝑚+ ۱

۲)۲𝜋۲􏿳

ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝐴𝑛𝑚 = 𝑏𝑛𝑚 + 𝑐𝑛𝑚 +𝑑𝑛𝑚
۱− (𝑛+ ۱

۲)۲𝜋۲ − (𝑚+ ۱
۲)۲𝜋۲

.



ک  ران  ه دار۵۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

زی  ر ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۰ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑧𝑧 +𝑢+𝑥𝑦𝑧𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥,𝑦 ≤ 𝜋, |𝑧| ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦𝑧,

𝑢􏿖
𝑥=۰
= ۰, 𝑢􏿖

𝑥=𝜋
= ۰, 𝑢􏿖

𝑦=۰
= ۰, 𝑢𝑦􏿖

𝑦=𝜋
= ۰,

𝑢􏿖
𝑧=−𝜋

= 𝑢􏿖
𝑧=𝜋
, 𝑢𝑧􏿖

𝑧=−𝜋
= 𝑢𝑧􏿖

𝑧=𝜋
.

پ  ای  ه و 𝑞 = 𝜋 ب  ا ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی 𝑦ب  رای م  ن  اس  ب پ  ای  ه و 𝑝 = 𝜋 ب  ا ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی 𝑥ب  رای م  ن  اس  ب پ  ای  ه ح  ل.
از اس  ت ع  ب  ارت م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب اس  ت. 𝑝 = 𝜋 ب  ا ن  م  ائ  ی 𝑧ب  رای م  ن  اس  ب

􏿼sin𝑛𝑥sin(𝑚+
۱
۲)𝑦 𝑒

𝑖𝑗𝑧􏿿
∞

𝑛=۱,𝑚=۰, 𝑗=−∞

.

ب  گ  ی  ری  د. ح  ال

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۱

∞
􏾜
𝑚=۰

∞
􏾜
𝑗=−∞

𝑇𝑛𝑚𝑗(𝑡) sin𝑛𝑥sin(𝑚+ ۱
۲)𝑦 𝑒

𝑖𝑗𝑧.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت پ  ای  ه ض  رای  ب دادن ق  رار ب  راب  ر و م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از

𝑇̇𝑛𝑚𝑗(𝑡) = −􏿰𝑛۲ + (𝑚+
۱
۲)

۲ + 𝑗۲ − ۱􏿳𝑇𝑚𝑛𝑗 + 𝑐𝑛𝑚𝑗𝑒𝑡

آن در ک  ه

𝑐𝑛𝑚𝑗 = ۲
𝜋۳􏾙

𝜋

۰
􏾙

𝜋

۰
􏾙

𝜋

−𝜋
𝑥𝑦𝑧sin𝑛𝑥sin(𝑚+ ۱

۲)𝑦 𝑒
−𝑖𝑗𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

= ۲
𝜋۳
(−۱)𝑛+۱
𝑛

(−۱)𝑚
𝑚+ ۱

۲

۲𝜋𝑖(−۱)𝑗
𝑗 .

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت اول  ی  ه ش  رط در آن دادن ق  رار از

𝑇𝑛𝑚𝑗(۰) = 𝑐𝑚𝑛𝑗.

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑇𝑛𝑚𝑗را م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

𝑇𝑛𝑚𝑗(𝑡) = 𝐴𝑛𝑚𝑗𝑒
−􏿮𝑛۲+(𝑚+ ۱

۲ )۲+𝑗۲−۱􏿱𝑡 + 𝑐𝑛𝑚𝑗𝑒𝑡

𝑛۲ + (𝑚+ ۱
۲)۲ + 𝑗۲ − ۱



چ  ن  دگ  ان  ه و دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری . ۷ . ۱۵۱

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت اول  ی  ه ش  رط اع  م  ال ب  ا

𝐴𝑛𝑚𝑗 = −
𝑐𝑛𝑚𝑗

𝑛۲ + (𝑚+ ۱
۲)۲ + 𝑗۲ − ۱

+ 𝑐𝑛𝑚𝑗.

م  رزی ش  رای  ط ب  ی  ش  ت  ر ی  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دو ح  اوی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ی  ک در چ  ن  ان چ  ه (۱ ت  ذک  ر.
ن  ی  س  ت. آس  ان چ  ن  دان 𝑢𝑞 ت  ع  ی  ی  ن ب  اش  د ه  م  گ  ن غ  ی  ر

ب  ع  دی س  ه و دوب  ع  دی دک  ارت  ی م  خ  ت  ص  ات در را لاپ  لاس  ی  ن (۲

Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦

Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑧𝑧

ب  ه ص  ورت ص  ف  ح  ه در ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در و

Δ𝑢 = 𝑢𝑟𝑟 + ۱
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜃𝜃

داری  م.

۷ . ۱ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  رزی اول  ی  ه ش  رای  ط ی  ا و م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل

۱. Δ𝑢 = 𝑥cos𝑦, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, ۰ ≤ 𝑦 ≤ 𝜋

𝑢𝑥(۰, 𝑦) = ۰, 𝑢𝑥(۱, 𝑦) = ۰, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢(𝑥,𝜋) = ۰

۲. Δ𝑢 = 𝑟𝜃, ۱ ≤ 𝑟 ≤ 𝑒, ۰ ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

𝑢􏿖
𝑟=۱
= ۰, 𝑢􏿖

𝑟=𝑒
= ۰, 𝑢􏿖

𝜃=۰
= ۰, 𝑢𝜃􏿖

𝜃=𝜋
= ۰



ک  ران  ه دار۵۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

۳. Δ𝑢 = 𝑥𝑦𝑒𝑧, ۰ ≤ 𝑥,𝑦, 𝑧 ≤ 𝜋

𝑢𝑥􏿖
𝑥=۰
= ۰, 𝑢􏿖

𝑥=𝜋
= ۰, 𝑢􏿖

𝑦=۰
= ۰, 𝑢𝑦􏿖

𝑦=𝜋
= ۰,

𝑢𝑧􏿖
𝑧=۰
= ۰, 𝑢𝑧􏿖

𝑧=𝜋
= ۰

۴. 𝑢𝑡 = ۴Δ𝑢+𝑥𝑦𝑡, ۰ ≤ 𝑥,𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, ۰) = 𝑦𝑒𝑥,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑢𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = 𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑢𝑦(𝑥, ۱, 𝑡) = ۰

۵. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑦𝑦 +𝑥𝑒𝑦+𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, −𝜋 ≤ 𝑦 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, ۰) = 𝑥𝑦𝑒𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑦,

𝑢􏿖
𝑥=۰
= 𝑢􏿖

𝑥=𝜋
= ۰, 𝑢􏿖

𝑦=−𝜋
= 𝑢􏿖

𝑦=𝜋
, 𝑢𝑦􏿖

𝑦=−𝜋
= 𝑢𝑦􏿖

𝑦=𝜋

۶. 𝑢𝑡𝑡 = ۴Δ𝑢+𝑥𝑦𝑧𝑡, ۰ ≤ 𝑥,𝑦, 𝑧 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢􏿖
𝑡=۰
= 𝑥𝑦𝑒𝑧, 𝑢𝑡􏿖

𝑡=۰
= ۰, 𝑢􏿖

𝑥=۰
= 𝑢􏿖

𝑥=۱
= ۰,

𝑢􏿖
𝑦=۰
= 𝑢𝑦􏿖

𝑦=۱
= ۰, 𝑢𝑧􏿖

𝑧=۰
= 𝑢𝑧􏿖

𝑧=۱
= ۰

۷. 𝑢𝑡𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑢𝑦𝑦 = 𝑥𝑦𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥,𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢􏿖
𝑡=۰
= 𝑥𝑦, 𝑢𝑡􏿖

𝑡=۰
= 𝑒𝑥+𝑦,

𝑢􏿖
𝑥=۰
= 𝑢𝑥􏿖

𝑥=۱
= 𝑢𝑥𝑥􏿖

𝑥=۰
= 𝑢𝑥𝑥𝑥􏿖

𝑥=۱
= 𝑢𝑦􏿖

𝑦=۰
= 𝑢􏿖

𝑦=۱
= ۰

م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات و م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر چ  ن  د م  س  ائ  ل ۸ . ۱
گ  رف  ت. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد ب  ی  ش  ت  ر ی  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دو ب  ا پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل اخ  ی  ر ب  خ  ش دو در
چ  ن  دان ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  رای 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) ت  اب  ع ت  ع  ی  ی  ن م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ب  رای ک  ردی  م ب  ی  ان ق  ب  لاً ه  م  ان ط  ور
گ  ف  ت م  ی ت  وان اس  ت ن  اپ  ی  وس  ت  ه م  ی  دان گ  وش  ه ه  ای در م  رزی ش  رای  ط ای  ن ح  ال  ت  ی ک  ه در ب  ه خ  ص  وص ن  ی  س  ت. آس  ان
م  راح  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ب  ای  س  ت  ی پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ح  ل اس  ت. م  م  ک  ن غ  ی  ر ک  ل  ی  ت در آن ت  ع  ی  ی  ن

ش  ود. ع  م  ل پ  ای  ه ب  ه پ  ای  ه زی  ر



م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات و م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر چ  ن  د م  س  ائ  ل . ۸ . ۱۵۳

ب  ه ص  ورت 𝑥 م  ت  غ  ی  ر ب  رای را پ  ای  ه و داری  م 𝑡 زم  ان و 𝑦 و 𝑥 م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دو م  س  ئ  ل  ه ی  ک در ک  ن  ی  د ف  رض
آورده ای  م. ب  ه دس  ت {𝜓𝑚(𝑦)}∞𝑚=۰ ب  ه ص  ورت 𝑦 م  ت  غ  ی  ر ب  رای و {𝜙𝑛(𝑥)}∞𝑛=۰

ب  ا ای  ن ک  ار ک  ن  د. ص  دق 𝑥 م  ت  غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط در ف  ق  ط ت  ا آوری  د ب  ه دس  ت ط  وری را 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) اب  ت  دا :۱ م  رح  ل  ه
اس  ت. م  ق  دور اس  ت ش  ده داده ق  ب  لاً ک  ه ف  رم  ول ه  ای  ی از اس  ت  ف  اده

م  رزی ش  رای  ط ب  ن  وی  س  ی  د. 𝑣ب  رای را م  س  ئ  ل  ه و 𝑢(𝑥,𝑦, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) ب  گ  ی  ری  د :۲ م  رح  ل  ه
اس  ت. ه  م  گ  ن ب  ه ص  ورت 𝑣ب  رای

ب  گ  ی  ری  د :۳ م  رح  ل  ه

𝑣(𝑥,𝑦, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝐹𝑛(𝑦, 𝑡)𝜙𝑛(𝑥)

ی  ک ب  ه س  ران  ج  ام ت  س  اوی ه  ا از ی  ک ه  ر در پ  ای  ه ع  ن  اص  ر ض  رای  ب دادن ق  رار ب  راب  ر ب  ا ده  ی  د. ق  رار م  س  ئ  ل  ه در را آن
ب  اش  د. ه  م  گ  ن غ  ی  ر اس  ت م  م  ک  ن آن م  رزی ش  رای  ط ک  ه م  ی رس  ی  م 𝐹𝑛 ب  رای پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه

ک  ه ج  واب ای  ن اس  ت. ح  ل ق  اب  ل {𝜓𝑚(𝑦)}∞𝑚=۰ پ  ای  ه ب  ا و دارد م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر ی  ک ف  وق 𝐹𝑛 م  س  ئ  ل  ه :۴ م  رح  ل  ه
م  ی گ  ردد. ح  اص  ل ن  ه  ائ  ی ج  واب ده  ی  د ق  رار ف  وق س  ری در را اس  ت ف  وری  ه س  ری ب  ه ص  ورت

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر ب  ع  دی دو ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه .۲۱ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑦𝑦 +𝑥𝑦𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥,𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, ۰) = 𝑥𝑦,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑦𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝑥, ۱, 𝑡) = ۰

𝑢𝑞(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑦𝑡 ب  ای  د چ  ون ن  ی  س  ت ام  ک  ان پ  ذی  ر چ  ن  دج  م  ل  ه ای ب  ا م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  رای 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) ت  ع  ی  ی  ن ح  ل.
ب  اش  د. ن  اپ  ی  وس  ت  ه ب  ای  د (۰, ۰, 𝑡)در 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡)پ  س ب  اش  د. 𝑢𝑞(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡 و

ب  ا ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی 𝑦ب  رای و 􏿺 sin(𝑛+ ۱
۲)𝜋𝑥􏿽

∞

𝑛=۰
ی  ع  ن  ی 𝑝 = ۱ ب  ا ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی 𝑥ب  رای م  ن  اس  ب پ  ای  ه

اس  ت. 􏿺 sin𝑛𝜋𝑦􏿽
∞

𝑛=۱
ی  ع  ن  ی 𝑝 = ۱
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.𝑥م  رزی ش  رای  ط ب  رای 𝑢𝑞 ت  ع  ی  ی  ن :۱ م  رح  ل  ه

𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐴𝑥+𝐵

𝑢𝑞(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝐵 = 𝑦𝑡

𝑢𝑞𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = 𝐴 = 𝑡

.𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥𝑡 + 𝑦𝑡پ  س

ن  م  ی ک  ن  د. ص  دق 𝑦م  رزی ش  رای  ط در 𝑢𝑞 ای  ن ک  ن  ی  د ت  وج  ه

ب  ن  وی  س  ی  م: 𝑣(𝑥,𝑦, 𝑡) = 𝑢(𝑥,𝑦, 𝑡) − 𝑥𝑡 − 𝑦𝑡ب  رای را م  س  ئ  ل  ه :۲ م  رح  ل  ه
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 + ۴𝑣𝑦𝑦 +𝑥𝑦𝑒𝑡 − 𝑥− 𝑦, ۰ ≤ 𝑥,𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑣(𝑥,𝑦, ۰) = 𝑥𝑦,

𝑣(۰, 𝑦, 𝑡) = ۰, 𝑣𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰, 𝑣(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡 − 𝑥𝑡, 𝑣(𝑥, ۱, 𝑡) = −𝑡 − 𝑥𝑡

:𝑣 م  س  ئ  ل  ه ح  ل :۳ م  رح  ل  ه

𝑣(𝑥,𝑦, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝐹𝑛(𝑦, 𝑡) sin(𝑛+ ۱

۲)𝑥

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه در آن دادن ق  رار از
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐹𝑛𝑡 = −(𝑛+
۱
۲)۲𝐹𝑛 + ۴𝐹𝑛𝑦𝑦 +

۲(−۱)𝑛+۱
(𝑛 + ۱

۲)۲𝜋۲
(𝑦𝑒𝑡 − ۱) − ۲

(𝑛 + ۱
۲)𝜋

𝑦

𝐹𝑛(𝑦, ۰) =
۲(−۱)𝑛+۱
(𝑛 + ۱

۲)۲𝜋۲
𝑦

𝐹𝑛(۰, 𝑡) = 𝑡􏿶
۲

(𝑛 + ۱
۲)𝜋

− ۲(−۱)𝑛
(𝑛 + ۱

۲)۲𝜋۲􏿹 =∶ 𝑡𝑎𝑛

𝐹𝑛(۱, 𝑡) = −𝑡􏿶
۲

(𝑛 + ۱
۲)𝜋

+ ۲(−۱)𝑛
(𝑛 + ۱

۲)۲𝜋۲􏿹 =∶ −𝑡𝑏𝑛.
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م  رزی. ش  رای  ط م  خ  ص  وص ج  واب ت  ع  ی  ی  ن :𝐹𝑛 م  س  ئ  ل  ه ح  ل :۴ م  رح  ل  ه

𝑈𝑛𝑞(𝑦, 𝑡) = 𝐴𝑦+𝐵

𝑈𝑛𝑞(۰, 𝑡) = 𝐵 = 𝑡𝑎𝑛

𝑈𝑛𝑞(۱, 𝑡) = 𝐴+𝐵 = −𝑡𝑏𝑛 ⟹ 𝐴=−𝐵− 𝑡𝑏𝑛 = −𝑡𝑎𝑛 − 𝑡𝑏𝑛.
پ  س

𝑈𝑛𝑞(𝑦, 𝑡) = −(𝑎𝑛 +𝑏𝑛)𝑡𝑦 + 𝑡𝑎𝑛

آن در ک  ه

𝑎𝑛 = ۲
(𝑛 + ۱

۲)𝜋
− ۲(−۱)𝑛
(𝑛 + ۱

۲)۲𝜋۲
, 𝑏𝑛 = ۲

(𝑛 + ۱
۲)𝜋

+ ۲(−۱)𝑛
(𝑛 + ۱

۲)۲𝜋۲
.

ب  گ  ی  ری  د: ح  ال
𝑤𝑛(𝑦, 𝑡) = 𝐹𝑛(𝑦, 𝑡) + (𝑎𝑛 +𝑏𝑛)𝑡𝑦 − 𝑡𝑎𝑛

ک  ن  ی  م: ح  ل و 𝑤𝑛ب  ن  وی  س  ی  م ب  رای را م  س  ئ  ل  ه و
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑤𝑛𝑡 = −(𝑛+
۱
۲)۲𝑤𝑛 + ۴𝑤𝑛𝑦𝑦 + 𝑐𝑛(𝑦𝑒𝑡 − ۱) −

𝑎𝑛+𝑏𝑛
۲

+􏿯۱+ 𝑡(𝑛+ ۱
۲)۲􏿲􏿯(𝑏𝑛 + 𝑎𝑛)𝑦 − 𝑎𝑛􏿲

𝑤𝑛(𝑦, ۰) = 𝑐𝑛𝑦 − 𝑎𝑛, 𝑤𝑛(۰, 𝑡) = ۰, 𝑤𝑛(۱, 𝑡) = ۰,

آن در ک  ه
𝑐𝑛 =

۲(−۱)𝑛+۱
(𝑛 + ۱

۲)۲𝜋۲
= 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛۲ .

ح  ال
𝑤𝑛 =

∞
􏾜
𝑚=۱

𝑇𝑛𝑚(𝑡) sin𝑚𝜋𝑦

آوری  د: ب  ه دس  ت ت  ا ده  ی  د ق  رار ب  راب  ر را پ  ای  ه ع  ن  اص  ر ض  رای  ب و ده  ی  د ق  رار اول  ی  ه ش  رای  ط و م  ع  ادل  ه در را

𝑇̇𝑛𝑚 = −􏿯(𝑛+ ۱
۲)

۲ + ۴𝑚۲􏿲𝑇𝑛𝑚 +
۲(−۱)𝑚+۱
𝑚𝜋 𝑐𝑛𝑒𝑡 +𝑑𝑛𝑚𝑡 + 𝑒𝑛𝑚

𝑇𝑛𝑚(۰) = ۲𝑐𝑛
(−۱)𝑚+۱
𝑚𝜋 − ۲۱− (−۱)

𝑚

𝑚𝜋 =∶ 𝐻𝑛𝑚
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آن در ک  ه
𝑑𝑛𝑚 = ۲𝑏𝑛

(−۱)𝑚+۱
𝑚𝜋 (𝑛+ ۱

۲)
۲ − ۲𝑎𝑛

𝑚𝜋(𝑛+
۱
۲)

۲

𝑒𝑛𝑚 = −
۲(𝑎𝑛 +𝑏𝑛)
𝑚𝜋 .

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑇𝑛𝑚(𝑡) م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

𝑇𝑛𝑚(𝑡) = 𝐴𝑛𝑚𝑒
−􏿮(𝑛+ ۱

۲ )۲+۴𝑚۲􏿱𝑡 +𝐵𝑛𝑚𝑒𝑡 +𝐶𝑛𝑚𝑡 +𝐷𝑛𝑚.

آن در ک  ه
𝐵𝑛𝑚 =

۲(−۱)𝑚+۱𝑐𝑛
𝑚𝜋􏿮۱+ (𝑛+ ۱

۲)۲ + ۴𝑚۲􏿱

𝐶𝑛𝑚 = 𝑑𝑛𝑚
(𝑛 + ۱

۲)۲ + ۴𝑚۲

𝐷𝑛𝑚 = 𝑒𝑛𝑚 −𝐶𝑛𝑚
(𝑛 + ۱

۲)۲) + ۴𝑚۲

𝐴𝑛𝑚 = −𝐵𝑛𝑚 −𝐷𝑛𝑚 +𝐻𝑛𝑚.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را اول  ی  ه م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑡) = 𝑥𝑡 + 𝑦𝑡 +
∞
􏾜
𝑛=۰
􏿼􏿮𝑎𝑛𝑡 − (𝑎𝑛 +𝑏𝑛)𝑡𝑦􏿱 +

∞
􏾜
𝑚=۱

𝑇𝑛𝑚(𝑡) sin𝑚𝜋𝑦􏿿

⋅ sin(𝑛+ ۱
۲)𝜋𝑥.

راه ک  ه ه  س  ت  ی  م ای  ن دن  ب  ال ب  خ  ش ای  ن در اس  ت. ط  ولان  ی ش  د ان  ج  ام پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ف  وق م  س  ئ  ل  ه ح  ل
اس  ت. م  ق  دور م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ل راه ای  ن ده  ی  م. ارائ  ه م  ل  م  وس ت  ری ح  ل

ح  ذف ب  ا و م  ی ک  ن  د ع  م  ل لاپ  لاس ت  ب  دی  ل م  ان  ن  د ک  ه اس  ت ان  ت  گ  رال  ی ت  ب  دی  ل ن  وع ی  ک م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات
م  س  ئ  ل  ه ح  ل و داده ت  ق  ل  ی  ل را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ه  ای ت  ع  داد پ  ارام  ت  ر ب  ه م  رب  وط م  ت  غ  ی  ر ت  ب  دی  ل و م  ش  ت  ق

زی  ر ان  د. اس  اس  ی خ  اص  ی  ت س  ه دارای ت  ب  دی  لات ای  ن گ  ون  ه م  ی س  ازد. م  ق  دور را

اع  م  ال ان  د. ق  اب  ل ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا خ  ط  ی م  ع  ادلات ب  ر ل  ذا خ  ط  ی ان  د خ  اص  ی  ت دارای خ  ط  ی: . ۱

م  ش  ت  ق ک  ه ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب اس  ت. ب  ی  ان ق  اب  ل ت  اب  ع ت  ب  دی  ل ح  س  ب ب  ر ت  اب  ع م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل م  ش  ت  ق  ات: ت  ب  دی  لات . ۲
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م  ی ش  ود. ت  ب  دی  ل پ  ارام  ت  ر ب  ه م  رب  وط م  ت  غ  ی  ر و ح  ذف م  ع  ادل  ه از م  رب  وط

ق  اب  ل ت  اب  ع خ  ود ت  اب  ع ت  ب  دی  ل روی از ی  ع  ن  ی م  ع  ک  وس ان  د. ت  ب  دی  ل دارای ت  ب  دی  لات ای  ن گ  ون  ه م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل . ۳
اس  ت. ح  ص  ول

آن ای  ن ج  ا در ن  م  ود. اس  ت  ف  اده و ت  ع  ری  ف م  ی ت  وان اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل پ  ای  ه ه  ای از ی  ک ه  ر ب  رای را ت  ب  دی  ل ای  ن گ  ون  ه
م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان ک  ارب  رد پ  ر پ  ای  ه ه  ای ب  رای را

ب  ه ص  ورت [۰, 𝑝] ب  ازه روی را ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (ق  دی  م): م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ال  ف)
داری  م: 􏿺 sin 𝑛𝜋𝑥

𝑝 􏿽
∞

𝑛=۱

س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه م  ش  ت  ق ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه [۰, 𝑝] دام  ن  ه ب  ا 𝑓(𝑥) ت  اب  ع ب  رای
م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را (ق  دی  م) م  ت  ن  اه  ی

ℱ𝑠(𝑓) = ۲
𝑝􏾙

𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 = 𝐹𝑠(𝑛).

م  ی ب  رد. ارث ب  ه ان  ت  گ  رال از را خ  ط  ی خ  اص  ی  ت ت  ب  دی  ل ای  ن (۱

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت پ  ای  ه، خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا را، م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل (۲

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۱
𝐹𝑠(𝑛) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝

داری  م. زی  ر خ  اص  ی  ت در را اس  ت ب  ی  ان ق  اب  ل زوج م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ب  رای ف  ق  ط ک  ه م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل (۳

آن گ  اه ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓‴ و 𝑓″ و پ  ی  وس  ت  ه [۰, 𝑝]روی 𝑓′ و 𝑓 اگ  ر .۱۶ . ۱ خ  اص  ی  ت

ℱ𝑠(𝑓″) = −𝑛
۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑠(𝑓) − ۲𝑛𝜋
𝑝۲ 􏿮(−۱)

𝑛𝑓(𝑝) − 𝑓(۰)􏿱.
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اس  ت. ب  رق  رار ن  ت  ی  ج  ه ج  زب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال گ  ی  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا ع  ل  ت.

ℱ𝑠(𝑓″) = ۲
𝑝􏾙

𝑝

۰
𝑓″(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 = ۲

𝑝􏿰𝑓
′(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿗

𝑝

۰

−􏾙
𝑝

۰
𝑓′(𝑥)𝑛𝜋𝑝 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥􏿳 = −

۲
𝑝􏿰𝑓(𝑥)

𝑛𝜋
𝑝 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿗

𝑝

۰

+􏾙
𝑝

۰
𝑓(𝑥)𝑛

۲𝜋۲

𝑝۲ sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥􏿳

= −𝑛
۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑠(𝑓) − ۲𝑛𝜋
𝑝۲ 􏿮(−۱)

𝑛𝑓(𝑝) − 𝑓(۰)􏿱.

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را دی  گ  ر پ  ای  ه ه  ای ت  ب  دی  لات م  ش  اب  ه  اً

دام  ن  ه ب  ا 𝑓(𝑥)ب  رای را ق  دی  م م  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل (ق  دی  م): م  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب)
داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت [۰, 𝑝]

م  ت  ن  اه  ی: ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐(𝑓) = ۲
𝑝􏾙

𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 = 𝐹𝑐(𝑛)

م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) = 𝐹𝑐(۰)۲ +
∞
􏾜
𝑛=۱
𝐹𝑐(𝑛) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝

م  ش  ت  ق: ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐(𝑓″) = −𝑛
۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑐(𝑓) + ۲
𝑝􏿮(−۱)

𝑛𝑓′(𝑝) − 𝑓′(۰)􏿱.

زی  ر ب  ه ص  ورت [−𝑝,𝑝] دام  ن  ه ب  ا 𝑓(𝑥)ب  رای را ن  م  ائ  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل : ن  م  ائ  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ج)
اس  ت.

م  ت  ن  اه  ی: ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ (𝑓) = ۱
۲𝑝􏾙

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)𝑒−

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑛)
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م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=−∞

𝐹(𝑛)𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝

م  ش  ت  ق: ت  ب  دی  ل

ℱ (𝑓′) = 𝑖𝑛𝜋𝑝 ℱ (𝑓) + (−۱)
𝑛

۲𝑝 􏿮𝑓(𝑝) − 𝑓(−𝑝)􏿱.

[۰, 𝑝] دام  ن  ه ب  ا 𝑓(𝑥)ب  رای را ج  دی  د م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل : ج  دی  د م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل د)
اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت

ج  دی  د: م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠′(𝑓) = ۲
𝑝􏾙

𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin(𝑛+ ۱

۲)
𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥 = 𝐹𝑠′(𝑛)

م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝐹𝑠′(𝑛) sin(𝑛+ ۱

۲)
𝜋𝑥
𝑝

م  ش  ت  ق: ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠′(𝑓″) = −
(𝑛+ ۱

۲)۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑠′(𝑓) + ۲
𝑝􏿰(−۱)

𝑛𝑓′(𝑝) +
(𝑛+ ۱

۲)𝜋
𝑝 𝑓(۰)􏿳.

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را ج  دی  د م  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل : ج  دی  د م  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ه)
ج  دی  د: م  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐′(𝑓) = ۲
𝑝􏾙

𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos(𝑛+ ۱

۲)
𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥 = 𝐹𝑐′(𝑛)

م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝐹𝑐′(𝑛) cos(𝑛+ ۱

۲)
𝜋𝑥
𝑝

م  ش  ت  ق: ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐′(𝑓″) = −
(𝑛+ ۱

۲)۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑐′(𝑓) − ۲
𝑝􏿰𝑓

′(۰) −
(𝑛+ ۱

۲)𝜋
𝑝 (−۱)𝑛𝑓(𝑝)􏿳.



ک  ران  ه دار۶۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

اس  ت. ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل ف  وق م  ش  ت  ق ت  ب  دی  ل روی از اس  ت  ق  را ب  ا ب  الات  ر م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل (۱ ت  ذک  ر.

ک  رد. ت  ع  ری  ف م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  ی ت  وان م  ش  اب  ه ب  ه ص  ورت دی  گ  ر پ  ای  ه ه  ر ب  رای (۲

اس  ت. ح  ل ق  اب  ل ن  ی  ز ت  ب  دی  ل آن ب  ا ش  ود ح  ل ف  وق م  ت  ن  اه  ی ت  ب  دی  لات از ی  ک  ی پ  ای  ه ب  ا ک  ه م  س  ئ  ل  ه ه  ر (۳

ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه ی  ا ب  دان  ی  م را م  ش  ت  ق ت  ب  دی  ل ف  رم  ول م  ی ب  ای  س  ت  ی ل  ی  ک  ن و ن  دارد 𝑢𝑞 ب  ه ن  ی  از ت  ب  دی  ل ب  ا ح  ل (۴

ک  رد. ع  وض م  ی ت  وان را دی  گ  ر م  ت  غ  ی  ر ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق و م  ت  غ  ی  ر ی  ک ب  ه ن  س  ب  ت ت  ب  دی  ل ج  ای (۵

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۲ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑡𝑥𝑥 +𝑢+𝑥𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑒𝑡, 𝑢(𝜋, 𝑡) = ۰

س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ی  ا ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب  ا ح  ل پ  س اس  ت. 𝑝 = 𝜋 و دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ح  ل.
اس  ت. م  ق  دور ق  دی  م م  ت  ن  اه  ی

.𝑝 = 𝜋 م  ی گ  ی  ری  م، ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  س  ئ  ل  ه از

ℱ𝑠(𝑢(𝑥, 𝑡)) = ۲
𝜋􏾙

𝜋

۰
𝑢(𝑥, 𝑡) sin𝑛𝑥𝑑𝑥 =∶ 𝑈(𝑛, 𝑡) =∶ 𝑈(𝑡) =∶ 𝑈 .

ی  ع  ن  ی: م  ی ش  ود ع  وض م  ش  ت  ق و ت  ب  دی  ل ج  ای

ℱ𝑠(𝑢𝑡) = 􏿵ℱ𝑠(𝑢)􏿸
𝑡
=𝑈𝑡.

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠(𝑓″) = −𝑛
۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑠(𝑓) − ۲𝑛𝜋
𝑝۲ 􏿮(−۱)

𝑛𝑓(𝑝) − 𝑓(۰)􏿱, 𝑝 = 𝜋

ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥) = −𝑛۲ℱ𝑠(𝑢) + ۲𝑛
𝜋 𝑒

𝑡 = −𝑛۲𝑈(𝑛, 𝑡) + ۲𝑛
𝜋 𝑒

𝑡

ℱ𝑠(𝑢𝑡𝑥𝑥) = 􏿵ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥)􏿸
𝑡
= −𝑛۲𝑈𝑡 + ۲𝑛

𝜋 𝑒
𝑡

ℱ𝑠(𝑥𝑒𝑡) = 𝑒𝑡ℱ𝑠(𝑥) = 𝑒𝑡 ۲𝜋􏾙
𝜋

۰
𝑥sin𝑛𝑥𝑑𝑥 = ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱𝑒𝑡.
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه از گ  رف  ت  ن ت  ب  دی  ل ب  ا ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑈𝑡 = −𝑛۲𝑈 −𝑛۲𝑈𝑡 + ۴𝑛
𝜋 𝑒

𝑡 + ۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱𝑒𝑡 +𝑈

𝑈(۰) = ۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱.

زی  ر ه  م  گ  ن غ  ی  ر و ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا اوّل م  رت  ب  ه ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ،𝑛 ه  ر ب  رای دی  گ  ر، ب  ه ع  ب  ارت ی  ا
داری  م. ⎨⎪⎪⎪⎪⎧را

⎪⎪⎪⎪⎩

(۱+𝑛۲)𝑈𝑡 + (𝑛۲ − ۱)𝑈 = 􏿯۴𝑛𝜋 + ۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱􏿲 𝑒𝑡

𝑈(۰) = ۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱.

داری  م. آن ح  ل ب  رای

𝑈(𝑡) = 𝐴𝑛𝑒
۱−𝑛۲
۱+𝑛۲

𝑡 + ۱
۲𝑛۲􏿯

۴𝑛
𝜋 + ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱􏿲 𝑒𝑡

𝑈(۰) = 𝐴𝑛 + ۱
۲𝑛۲􏿯

۴𝑛
𝜋 + ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱􏿲 = ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱.

پ  س

𝐴𝑛 = ۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱􏿵۱− ۱
۲𝑛۲􏿸 −

۲
𝑛𝜋 .

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت گ  رف  ت  ن م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل ب  ا ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿼􏿯

۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱􏿴۱− ۱
۲𝑛۲􏿷 −

۲
𝑛𝜋􏿲𝑒

۱−𝑛۲
۱+𝑛۲

𝑡

+ ۱
۲𝑛۲􏿯

۴𝑛
𝜋 + ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱􏿲 𝑒𝑡􏿿sin𝑛𝑥.

زی  ر ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۳ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑦𝑦 +𝑥𝑦𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥,𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, ۰) = 𝑥𝑦,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑦𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝑥, ۱, 𝑡) = ۰
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،𝑦م  ن  اس  ب ف  وری  ه ت  ب  دی  ل و ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ،𝑥 م  ت  غ  ی  ر م  ن  اس  ب م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ح  ل.
ب  گ  ی  ری  د. ج  دی  د م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت اب  ت  دا اس  ت. ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠′(𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)) = ۲􏾙
۱

۰
𝑢(𝑥,𝑦, 𝑡) sin(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥𝑑𝑥 =∶ 𝑈(𝑛,𝑦, 𝑡) =∶ 𝑈(𝑡).

ب  گ  ی  ری  م. ت  ب  دی  ل م  س  ئ  ل  ه از ح  ال

𝑈𝑡 = −(𝑛+ ۱
۲)

۲𝑈 + ۴𝑈𝑦𝑦 +𝑦𝑒𝑡ℱ𝑠′(𝑥) + ۲􏿯(−۱)𝑛𝑡 + (𝑛+ ۱
۲)𝜋𝑦𝑡􏿲

𝑈(𝑛,𝑦, ۰) = 𝑦ℱ𝑠′(𝑥),

𝑈(𝑛, ۰, 𝑡) = 𝑡ℱ𝑠′(۱), 𝑈(𝑛, ۱, 𝑡) = ۰
ب  گ  ی  ری  د. ق  دی  م م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ،𝑦 ب  ه ن  س  ب  ت م  س  ئ  ل  ه ای  ن از ح  ال

ℱ𝑠(𝑈(𝑛,𝑦, 𝑡)) = ۲􏾙
۱

۰
𝑈(𝑛,𝑦, 𝑡) sin𝑚𝜋𝑦𝑑𝑦 =𝑊(𝑛,𝑚, 𝑡) =∶ 𝑊(𝑡)

𝑊𝑡 = −(𝑛+ ۱
۲)

۲𝑊 − ۴𝑚۲𝜋۲𝑊 + ۸𝑚𝜋𝑡ℱ𝑠′(۱) + 𝑒𝑡ℱ𝑠′(𝑥)ℱ𝑠(𝑦)

+ ۲􏿯(−۱)𝑛𝑡ℱ𝑠(۱) + (𝑛+ ۱
۲)𝜋ℱ𝑠(𝑦)𝑡􏿲

𝑊(۰) = ℱ𝑠(𝑦)ℱ𝑠′(𝑥)

𝑊(𝑡) = 𝐴𝑛𝑚𝑒
−􏿮(𝑛+ ۱

۲ )۲+۴𝑚۲𝜋۲􏿱𝑡 +𝐵𝑛𝑚𝑒𝑡 +𝐶𝑛𝑚𝑡 +𝐷𝑛𝑚

آن در ک  ه
𝐵𝑛𝑚 =

ℱ𝑠(𝑦)ℱ𝑠′(𝑥)
۱+ (𝑛+ ۱

۲)۲ + ۴𝑚۲𝜋۲

𝐶𝑛𝑚 =
۸𝑚𝜋ℱ𝑠′(۱) + ۲(−۱)𝑛𝑡ℱ𝑠(۱) + (۲𝑛+ ۱)𝜋ℱ𝑠(𝑦)

(𝑛 + ۱
۲)۲ + ۴𝑚۲𝜋۲

𝐷𝑛𝑚 = − 𝐶𝑛𝑚
(𝑛 + ۱

۲)۲ + ۴𝑚۲𝜋۲

𝐴𝑛𝑚 = −𝐵𝑛𝑚 −𝐷𝑛𝑚 +ℱ𝑠(𝑦)ℱ𝑠′(𝑥).
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۰

∞
􏾜
𝑚=۱
􏿼𝐴𝑛𝑚𝑒

−􏿮(𝑛+ ۱
۲ )۲+۴𝑚۲𝜋۲􏿱𝑡 +𝐵𝑛𝑚𝑒𝑡 +𝐶𝑛𝑚𝑡 +𝐷𝑛𝑚􏿿

⋅ sin(𝑛+ ۱
۲)𝜋𝑥sin𝑚𝜋𝑦.



م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات و م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر چ  ن  د م  س  ائ  ل . ۸ . ۱۶۳

م  ی پ  ردازی  م. م  س  ئ  ل  ه در ش  ده ظ  اه  ر ت  ب  دی  لات م  ح  اس  ب  ه ب  ه ح  ال

ℱ𝑠′(𝑥) = ۲􏾙
۱

۰
𝑥sin(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥𝑑𝑥 =
۲(−۱)𝑛

(𝑛 + ۱
۲)۲𝜋۲

ℱ𝑠′(۱) = ۲􏾙
۱

۰
sin(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥𝑑𝑥 =
۲

(𝑛 + ۱
۲)𝜋

ℱ𝑠(𝑦) = ۲􏾙
۱

۰
𝑦sin𝑚𝜋𝑦𝑑𝑦 = ۲(−۱)𝑚+۱

𝑚𝜋

م  ی ش  ود. ک  ام  ل ح  ل ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

و اس  ت ط  ولان  ی ک  ه اس  ت ب  وده پ  ای  ه ب  ا ق  ب  ل  ی ح  ل روش اس  ت. ۲۱ . ۱ م  ث  ال ه  م  ان ،۲۳ . ۱ م  ث  ال، ای  ن ت  ذک  ر.
اس  ت. ک  وت  اه ت  ر م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ب  ا ح  ل روش ای  ن

و دل  ت  ا ت  اب  ع ح  اوی م  س  ائ  ل ح  ل در ت  ب  دی  لات از اس  ت  ف  اده پ  ای  ه ب  ه ن  س  ب  ت م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ب  رت  ری ت  ذک  ر.
ت  اب  ع ای  ن ان  ت  گ  رال  ی ت  ب  دی  ل ه  ر ل  ی  ک  ن ن  دارد وج  ود ف  وری  ه س  ری دل  ت  ا ت  اب  ع ب  رای اس  ت. پ  اره ای م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه
م  ان  ن  د م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ج  م  ل  ه از ان  ت  گ  رال  ی ت  ب  دی  ل ه  ر از ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. م  وج  ود لاپ  لاس ت  ب  دی  ل م  ان  ن  د
ن  م  ود. اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ه خ  ص  وص دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ب  رای لاپ  لاس ت  ب  دی  ل

ش  د. خ  واه  د داده  ن  ش  ان زی  ر م  ث  ال در م  ط  ال  ب ای  ن

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۴ . ۱ م  ث  ال

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − ۲𝑣𝑡𝑥𝑥 +𝑥𝑡 ۰ < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 > ۰

𝑣𝑡 = ۲𝑢𝑥𝑥 +𝑣𝑥𝑥 +𝑢+ 𝑡 𝛿(𝑥 − 𝜋۲ )

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑣(𝑥, ۰) = ۱,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝜋, 𝑡) = 𝑒𝑡, 𝑣(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑣(𝜋, 𝑡) = ۰.

ب  رای 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادلات در و اس  ت دی  ری  ک  ل  ه م  ج  ه  ول ت  اب  ع دو ه  ر م  رزی ش  رای  ط ح  ل.
س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب  رح  س  ب 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ث  اب  ت 𝑡ب  رای را م  ج  ه  ول ت  اب  ع دو ه  ر پ  س ن  ی  س  ت. م  وج  ود م  ج  ه  ول ت  واب  ع ای  ن
ت  ب  دی  ل م  ی ت  وان م  ع  ادلات ای  ن از دی  گ  ر ب  ه ع  ب  ارت داد. ب  س  ط م  ی ت  وان {sin𝑛𝑥}∞𝑛=۱ ی  ع  ن  ی 𝑝 = 𝜋 ب  ا ق  دی  م



ک  ران  ه دار۶۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

ب  گ  ی  ری  د گ  رف  ت. ق  دی  م م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه

ℱ𝑠(𝑢(𝑥, 𝑡)) = 𝑈(𝑛, 𝑡) = 𝑈(𝑡) = 𝑈,

ℱ𝑠(𝑣(𝑥, 𝑡)) = 𝑉(𝑛, 𝑡) = 𝑉(𝑡) = 𝑉 .

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت دس  ت  گ  اه ای  ن از ق  دی  م م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل گ  رف  ت  ن ب  ا

𝑈𝑡 = −𝑛۲𝑈 − ۲𝑛
𝜋 [(−۱)

𝑛𝑒𝑡 − 𝑡] − ۲ [−𝑛۲𝑉 − ۲𝑛
𝜋 (−𝑡)]𝑡 + 𝑡

۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 ,

𝑉𝑡 = −۲𝑛۲𝑈 − ۴𝑛
𝜋 [(−۱)

𝑛𝑒𝑡 − 𝑡] − 𝑛۲𝑉 + ۲𝑛
𝜋 𝑡+𝑈 + ۲

𝜋𝑡sin
𝑛𝜋
۲

𝑈(۰) = ۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 , 𝑉(۰) = ۲

𝑛𝜋(۱− (−۱)
𝑛).

ب  گ  ی  ری  د م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده لاپ  لاس ت  ب  دی  ل از ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ای  ن ح  ل ب  رای

ℒ𝑈 =𝑊, ℒ𝑉 = 𝑍.

م  ی گ  ی  ری  م لاپ  لاس ت  ب  دی  ل م  س  ئ  ل  ه از ح  ال

𝑠𝑊 − ۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 = −𝑛۲𝑊 − ۲𝑛

𝜋 􏿮(−۱)
𝑛 ۱
𝑠 − ۱ −

۱
𝑠۲ 􏿱 − ۲􏿮 − 𝑛

۲𝑠𝑍+ ۲𝑛
𝜋 ×

(۱− (−۱)𝑛)􏿱 + ۴𝑛
𝜋

۱
𝑠 + (−۱)

𝑛+۱ ۲
𝑛𝑠۲ ,

𝑠𝑍 − ۲
𝑛𝜋(۱− (−۱)

𝑛) = −۲𝑛۲𝑊 − ۴𝑛
𝜋 􏿮(−۱)

𝑛 ۱
𝑠 − ۱ −

۱
𝑠۲ 􏿱 − 𝑛

۲𝑍

+ 􏿮۲𝑛𝜋 + ۲
𝜋 sin

𝑛𝜋
۲ 􏿱

۱
𝑠۲ +𝑊 .

درن  ت  ی  ج  ه
(𝑠 + 𝑛۲)𝑊 − ۲𝑛۲𝑠𝑍 = 𝐴

𝑠− ۱ +
𝐵
𝑠۲ +

𝐶
𝑠 +𝐷,

(۲𝑛۲ − ۱)𝑊 + (𝑠 + 𝑛۲)𝑍 = 𝑎
𝑠 − ۱ +

𝑏
𝑠۲ + 𝑐,

ب  ه ط  وری ک  ه

𝐴= ۲𝑛(−۱)𝑛+۱
𝜋 , 𝐵 = ۲𝑛

𝜋 + ۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 , 𝐶 = ۴𝑛

𝜋 ,

𝐷 = ۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 − ۴𝑛

𝜋 (۱− (−۱)
𝑛),

𝑎 = ۴𝑛(−۱)𝑛+۱
𝜋 , 𝑏 = ۴𝑛

𝜋 + 􏿮۲𝑛𝜋 + ۲
𝜋 sin

𝑛𝜋
۲ 􏿱, 𝑐 =

۲
𝑛𝜋(۱− (−۱)

𝑛).



م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات و م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر چ  ن  د م  س  ائ  ل . ۸ . ۱۶۵

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ف  وق دس  ت  گ  اه ح  ل از

𝑊 = 𝛾۱
𝑠 − ۱ +

𝛾۲
𝑠۲ +

𝛾۳
𝑠 +

𝛾۴
𝑠 + 𝛼𝑛 +

𝛾۵
𝑠 + 𝛽𝑛

,

𝑊 = 𝛿۱
𝑠 − ۱ +

𝛿۲
𝑠۲ +

𝛿۳
𝑠 +

𝛿۴
𝑠 + 𝛼𝑛 +

𝛿۵
𝑠 + 𝛽𝑛

.

ه  ا 𝛿𝑗 و ه  ا 𝛾𝑗 ه  م  چ  ن  ی  ن .𝛼𝑛 = ۲𝑛۴ − 𝑛۲√۴𝑛۴ − ۱ و 𝛼𝑛 = ۲𝑛۴ + 𝑛۲√۴𝑛۴ − ۱ آن در ک  ه
ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب م  ی گ  ردن  د. م  ح  اس  ب  ه 𝑐 و 𝑏 ،𝑎 ،𝐷 ،𝐶 ،𝐵 ،𝐴 م  ق  ادی  ر ب  رح  س  ب ک  ه ه  س  ت  ن  د م  ق  ادی  ری

م  ی آوری  م
𝑈(𝑛, 𝑡) = 𝛾۱𝑒𝑡 +𝛾۲𝑡 + 𝛾۳ +𝛾۴𝑒−𝛼𝑛𝑡 +𝛾۵𝑒−𝛽𝑛𝑡,

𝑉(𝑛, 𝑡) = 𝛿۱𝑒𝑡 +𝛿۲𝑡 + 𝛿۳ +𝛿۴𝑒−𝛼𝑛𝑡 +𝛿۵𝑒−𝛽𝑛𝑡.
ن  ه  ای  ی ج  واب و

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑈(𝑛, 𝑡) sin𝑛𝑡, 𝑣(𝑥, 𝑡) =

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑉(𝑛, 𝑡) sin𝑛𝑡.



ک  ران  ه دار۶۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

۸ . ۱ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۱. 𝑢𝑡𝑡 = ۴𝑢𝑥𝑥 +۳𝑒𝑡+𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = ۱

۲. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑥𝑡۲, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥,

𝑢(−𝜋, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) + 𝑡, 𝑢𝑥(−𝜋, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡)

۳. 𝑢𝑡𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰

۴. 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑧𝑧 = 𝑥𝑦𝑧, ۰ ≤ 𝑥,𝑦, 𝑧 ≤ ۱

𝑢(۰, 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝑧, 𝑢𝑥(۱, 𝑦, 𝑧) = ۰,

𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑧) = 𝑥𝑧, 𝑢(𝑥, ۱, 𝑧) = ۰,

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝑦, 𝑢(𝑥, 𝑦, ۱) = ۰

۵. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑥𝑥𝑡 −𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 +𝑥𝑦𝑡, ۰ ≤ 𝑥,𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, ۰) = 𝑥𝑦۲,

𝑢􏿖
𝑥=۰
= 𝑦𝑡, 𝑢􏿖

𝑥=۱
= ۰, 𝑢𝑦􏿖

𝑦=۰
= 𝑥𝑡, 𝑢𝑦􏿖

𝑦=۱
= ۰

۶. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 −𝑢+ 𝑡𝛿(𝑥 − 𝜋
۴ ), ۰ < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۱, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = ۱.



ح  ل روش ه  ای . ۹ . ۱۶۷

۷. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 −𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 − ۲𝑢+ 𝑥𝑦𝑡, ۰ < 𝑥,𝑦 < 𝜋, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥,𝑦, ۰) = 𝑦𝛿(𝑥 − 𝜋
۳ ), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝛿(𝑥 − 𝜋

۴ ),

𝑢𝑥(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑦𝛿(𝑡 − ۱), 𝑢(𝜋,𝑦, 𝑡) = 𝑦𝑡,

𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡𝛿(𝑥 − 𝜋
۲ ), 𝑢(𝑥,𝜋, 𝑡) = 𝑡۲𝛿(𝑥 − 𝜋

۵ ).

۸. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑣𝑥𝑥 − 𝑣+ 𝑥𝑡, ۰ < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑣𝑡𝑡 = ۳𝑢𝑥𝑥 +𝑣𝑥𝑥 −𝑢− 𝑥𝑡۲,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۱, 𝑣(𝑥, ۰) = ۰, 𝑣𝑡(𝑥, ۰) = 𝑥,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰, 𝑣(۰, 𝑡) = ۱, 𝑣𝑥(𝜋, 𝑡) = 𝑡.

ح  ل روش ه  ای ۹ . ۱
ک  ردی  م. م  ع  رف  ی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای روش س  ه گ  ذش  ت  ه ب  خ  ش ه  ای در

پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ل روش (۱

م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ل روش (۲

چ  ن  دگ  ان  ه و دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ل روش (۳

ح  ل ق  اب  ل روش س  ه ه  ر ب  ا م  س  ائ  ل از ب  ع  ض  ی اگ  رچ  ه داش  ت. خ  واه  ی  م گ  ذش  ت آن  چ  ه  ب  ر م  روری ب  خ  ش ای  ن در
ی  ا م  ن  اس  ب روش ت  ش  خ  ی  ص اس  ت. م  ن  اس  ب ت  ر م  س  ائ  ل از ب  ع  ض  ی ح  ل ب  رای روش ه  ا ای  ن از ب  ع  ض  ی ل  ی  ک  ن اس  ت

م  ی گ  ی  رد. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد ب  خ  ش ای  ن در ن  ی  ز روش ب  ه  ت  ری  ن

پ  ای  ه ب  ا ح  ل روش ۱ . ۹ . ۱

س  اخ  ت  ی  م: پ  ای  ه ن  وع س  ه ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۱

،۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝 ش  رای  ط: ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن .􏿻sin 𝑛𝜋𝑥
𝑝 􏿾

∞

𝑛=۱
ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه آ)

از م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت و 𝑢􏿖
𝑥=𝑝
= ۰ و 𝑢􏿖

𝑥=۰
= ۰ ی  ع  ن  ی ه  م  گ  ن دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رای  ط

ن  ب  اش  د. ف  رد م  رت  ب  ه



ک  ران  ه دار۶۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

،۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝 ش  رای  ط: ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن .􏿻cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 􏿾
∞

𝑛=۰
ق  دی  م ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب)

از م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت 𝑢𝑥􏿖
𝑥=𝑝
= ۰ و 𝑢𝑥􏿖

𝑥=۰
= ۰ ی  ع  ن  ی ه  م  گ  ن ن  ی  وم  ن م  رزی ش  رای  ط

ن  ب  اش  د. ف  رد م  رت  ب  ه

و −𝑝 ≤ 𝑥 ≤ 𝑝 ش  رای  ط: ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن .􏿻𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 􏿾

∞

𝑛=−∞
م  خ  ت  ل  ط ی  ا ن  م  ای  ی پ  ای  ه ج)

اس  ت. 𝑢𝑥􏿖
𝑥=𝑝
−𝑢𝑥􏿖

𝑥=−𝑝
= ۰ و 𝑢􏿖

𝑥=𝑝
−𝑢􏿖

𝑥=−𝑝
= ۰ ی  ع  ن  ی ه  م  گ  ن م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط

س  اخ  ت  ی  م: ه  م دی  گ  ر پ  ای  ه ن  وع دو اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ائ  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۱

ش  رای  ط: ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن .􏿻sin(𝑛 + ۱
۲)
𝜋𝑥
𝑝 􏿾

∞

𝑛=۰
ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه آ)

𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت و 𝑢𝑥􏿖
𝑥=𝑝
= ۰ و 𝑢􏿖

𝑥=۰
= ۰ ی  ع  ن  ی ه  م  گ  ن چ  پ روب  ی  ن م  رزی ش  رای  ط ،۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝

ن  ب  اش  د. ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در

ش  رای  ط: ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن .􏿻cos(𝑛 + ۱
۲)
𝜋𝑥
𝑝 􏿾

∞

𝑛=۰
ج  دی  د ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب)

𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت و 𝑢􏿖
𝑥=𝑝
= ۰ و 𝑢𝑥􏿖

𝑥=۰
= ۰ ی  ع  ن  ی ه  م  گ  ن راس  ت روب  ی  ن م  رزی ش  رای  ط ،۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝

ن  ب  اش  د. ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در

اب  ت  دا ن  ب  اش  د، ص  ف  ر ب  راب  ر ش  ده داده م  رزی م  ق  دار از ی  ک  ی ی  ع  ن  ی ب  اش  د، غ  ی  ره  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط اگ  ر ت  ذک  ر.
م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر س  پ  س ک  ن  د. ص  دق غ  ی  ره  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط در ت  ا م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ط  وری را 𝑢𝑞 ت  اب  ع
اس  ت ه  م  گ  ن 𝑣ب  رای م  رزی ش  رای  ط ص  ورت در ای  ن م  ی ن  وی  س  ی  م. 𝑣ب  رای را م  س  ئ  ل  ه و م  ی ده  ی  م را 𝑢 = 𝑢𝑞 +𝑣

م  ی ش  ود. ح  ل پ  ای  ه ب  ا و

م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت ب  ع  دی). ی  ک  م  وج م  ث  ال (س  اده ت  ری  ن ۲۵ . ۱ م  ث  ال

𝑢𝑡𝑡 = 𝑐۲𝑢𝑥𝑥 +𝑢+𝑥۲, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢(۱, 𝑡) = ۱.

در م  ی ک  ن  ی  م. ن  گ  اه 𝑥 ی  ع  ن  ی م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دام  ن  ه ب  ه اب  ت  دا ک  ار ای  ن ب  رای م  س  ئ  ل  ه. ح  ل اب  زار ت  ع  ی  ی  ن اول: ق  دم ح  ل.
ب  ب  ی  ن  ی  م ح  ال اس  ت. پ  ای  ه ح  ل اب  زار پ  س اس  ت. ح  ل ق  اب  ل پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا م  س  ئ  ل  ه ای  ن پ  س .۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱ ای  ن  ج  ا
ن  گ  اه 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ب  ه ک  ار ای  ن ب  رای خ  ی  ر. ی  ا ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان  ی  م پ  ن  ج گ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای از
،𝑝 = ۱ ب  ا راس  ت روب  ی  ن م  رزی ش  رای  ط ی  ع  ن  ی 𝑢𝑥􏿖

𝑥=۰
= ۰ و 𝑢􏿖

𝑥=۱
= ۱ ای  ن  ج  ا در م  رزی ش  رای  ط م  ی ک  ن  ی  م.
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م  س  ئ  ل  ه ای  ن ه  م  گ  ن م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط م  ن  اس  ب 𝑝 = ۱ ب  ا ج  دی  د ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه پ  س اس  ت. غ  ی  ره  م  گ  ن ل  ی  ک  ن
پ  س ن  داری  م. 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در ک  ن  ی  د ت  وج  ه . 􏿻cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥􏿾
∞

𝑛=۰
ی  ع  ن  ی اس  ت.

اس  ت. ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن ال  ب  ت  ه م  ی ک  ن  د. ح  ل را م  س  ئ  ل  ه پ  ای  ه ای  ن
ش  رای  ط ای  ن ب  رای م  ی ک  ن  د. ص  دق م  س  ئ  ل  ه غ  ی  رع  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط در ک  ه اس  ت ت  اب  ع  ی 𝑢𝑞 .𝑢𝑞 ت  ع  ی  ی  ن دوم: ق  دم
درن  ت  ی  ج  ه .𝑢𝑞𝑥􏿖

𝑥=۰

= ۰ و 𝑢𝑞􏿖𝑥=۱ = ۱ ب  ای  د پ  س اس  ت. 𝑢𝑞 =𝐴𝑥+𝐵ب  ه ص  ورت ان  ت  خ  اب ب  ه  ت  ری  ن م  رزی

𝑢𝑞𝑥􏿖
𝑥=۰

=𝐴 = ۰ ⇒ 𝐴= ۰

𝑢𝑞􏿖𝑥=۱ =𝐴+𝐵 = ۱ ⇒ 𝐵= ۱

پ  س،

𝑢𝑞 = 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) = ۱.

ب  گ  ی  ری  م: ب  ای  د پ  س ه  م  گ  ن. ب  ه غ  ی  ره  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ت  ب  دی  ل ب  رای م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر س  وم: ق  دم

𝑢 = 𝑢𝑞 +𝑣 = ۱+𝑣

ص  ورت ای  ن در .𝑣 + ۱ م  ی ده  ی  م ق  رار 𝑢 ب  ه ج  ای م  س  ئ  ل  ه در م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ب  ن  وی  س  ی  م. 𝑣 ب  رای را م  س  ئ  ل  ه و
م  ی ش  ود: 𝑣 م  س  ئ  ل  ه

𝑣𝑡𝑡 = 𝑐۲𝑣𝑥𝑥 +𝑣+ 𝑥۲ + ۱, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑣(𝑥, ۰) = 𝑥 − ۱, 𝑣𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑣𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑣(۱, 𝑡) = ۰.

اس  ت: م  ق  دور زی  ر ب  ه ص  ورت ج  واب ت  ع  ی  ی  ن درن  ت  ی  ج  ه، ش  ده اس  ت. ه  م  گ  ن 𝑣ب  رای م  رزی ش  رای  ط

𝑣(𝑥, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑇𝑛(𝑡) cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥

.𝑣 م  س  ئ  ل  ه ح  ل چ  ه  ارم: ق  دم  
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ش  ود. 𝑇𝑛(𝑡)م  ع  ل  وم ت  ا م  ی ده  ی  م ق  رار م  ع  ادل  ه در را ف  وق ج  واب آ)
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑇̈𝑛(𝑡) cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥

= −
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑐۲(𝑛 + ۱

۲)
۲𝜋۲𝑇𝑛(𝑡) cos(𝑛+ ۱

۲) +
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑇𝑛(𝑡) cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥

+
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑐𝑛 cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥

پ  س اس  ت، پ  ای  ه ای  ن ب  رح  س  ب 𝑥۲ + ۱ ب  س  ط آخ  ر س  ری ای  ن  ج  ا در

𝑐𝑛 = ۲
۱􏾙

۱

۰
(𝑥۲ + ۱) cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥 𝑑𝑥

(. ک  ار آخ  ر ب  رای م  ی گ  ذاری  م را ان  ت  گ  رال ای  ن (م  ح  اس  ب  ه
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د پ  س اس  ت، پ  ای  ه ی  ک ب  رح  س  ب ف  وق ت  س  اوی در ج  م  لات ت  م  ام

𝑇̈𝑛 + 􏿴𝑐۲(𝑛 + ۱
۲)

۲𝜋۲ − ۱􏿷𝑇𝑛 = 𝑐𝑛

ب  گ  ی  ری  د:
𝛼۲𝑛 ∶= 𝑐۲(𝑛 + ۱

۲)
۲𝜋۲ − ۱

ه  س  ت  ن  د. ع  م  وم  ی ج  واب ث  اب  ت ه  ای 𝐵𝑛 𝐴𝑛و ک  ه اس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛 cos𝛼𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin𝛼𝑛𝑡 + 𝑐𝑛
𝛼۲𝑛

م  ی ش  ود: 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑣(𝑥, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۰
􏿴𝐴𝑛 cos𝛼𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin𝛼𝑛𝑡 + 𝑐𝑛

𝛼۲𝑛
􏿷 cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥

.𝑣 اول  ی  ه ش  رای  ط اع  م  ال ب)
داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑣ب  رای را اول  ی  ه ش  رای  ط

𝑣(𝑥, ۰) = 𝑥 − ۱, 𝑣𝑡(𝑥, ۰) = ۰.

م  ی ک  ن  ی  م. اع  م  ال ع  م  وم  ی ج  واب ای  ن روی ب  ر را آن

𝑣(𝑥, ۰) =
∞
􏾜
𝑛=۰
􏿴𝐴𝑛 + 𝑐𝑛

𝛼۲𝑛
􏿷 cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥 = 𝑥− ۱
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ب  ای  د پ  س

𝐴𝑛 + 𝑐𝑛
𝛼۲𝑛
= ۲

۱􏾙
۱

۰
(𝑥 − ۱) cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥 𝑑𝑥

ط  رف  ی از

𝑣𝑡(𝑥, ۰) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝛼𝑛𝐵𝑛 cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥 = ۰

ه  م  چ  ن  ی  ن .𝐵𝑛 = ۰ درن  ت  ی  ج  ه،

𝐴𝑛 = − 𝑐𝑛𝛼۲𝑛
+ ۲􏾙

۱

۰
(𝑥 − ۱) cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥 𝑑𝑥.

𝐴𝑛در ای  ن دادن ق  رار از م  ی آی  د. 𝐴𝑛ب  ه دس  ت م  ق  دار ان  ت  گ  رال ای  ن و 𝑐𝑛 ب  ه م  رب  وط ان  ت  گ  رال م  ح  اس  ب  ه ب  ا
زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑢(𝑥, 𝑡) ی  ع  ن  ی اول  ی  ه م  س  ئ  ل  ه ج  واب و م  ی ش  ود م  ش  خ  ص ک  ام  لاً 𝑣(𝑥, 𝑡) ت  اب  ع 𝑣(𝑥, 𝑡)س  ری

اس  ت:
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑞 +𝑣 = ۱+𝑣(𝑥, 𝑡).

در 􏿻cos(𝑛+ ۱
۲)𝜋𝑥􏿾

∞

𝑛=۰
پ  ای  ه ع  ن  اص  ر و ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱ دام  ن  ه دارای م  س  ئ  ل  ه ی  ک 𝑥 م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر اگ  ر ت  ذک  ر.

آن ح  ل م  ش  اب  ه ق  دم ه  ای ب  ا ن  ب  اش  د، آن در ف  رد م  رت  ب  ه از 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق و ک  ن  د ص  دق م  س  ئ  ل  ه آن م  رزی ش  رای  ط
اس  ت. م  ق  دور م  س  ئ  ل  ه

م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۶ . ۱ م  ث  ال

𝑢𝑡𝑡 −𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + ۴𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑥,

𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۶, 𝑢(۱, 𝑡) = ۱, 𝑢𝑥𝑥(۱, 𝑡) = ۰.

پ  ای  ه. ان  ت  خ  اب اول: ق  دم ح  ل.
پ  ای  ه پ  س م  ی ک  ن  د. ص  دق م  س  ئ  ل  ه ای  ن ه  م  گ  ن ش  ده م  رزی ش  رای  ط در 𝑝 = ۱ ب  ا ج  دی  د ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه
ف  ردی م  ش  ت  ق ن  وع ه  ی  چ 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  س  ئ  ل  ه در اس  ت. م  رزی ش  رای  ط م  ن  اس  ب 􏿻cos(𝑛 + ۱

۲)𝜋𝑥􏿾
∞

𝑛=۰
. م  ی ک  ن  د ح  ل را م  س  ئ  ل  ه پ  ای  ه ای  ن درن  ت  ی  ح  ه ن  داری  م.

𝑢𝑞 در ب  ای  د پ  س ک  ن  د. ص  دق م  رزی ش  رای  ط از م  ع  ادل  ه چ  ه  ار در ب  ای  د 𝑢𝑞 ای  ن .𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) ت  ع  ی  ی  ن دوم: ق  دم
𝑢𝑞 ب  ه  ت  ری  ن م  رزی ش  رای  ط ای  ن ب  رای ک  رد. ب  رق  رار را ش  رای  ط ای  ن آن ه  ا از ب  ت  وان ک  ه ب  اش  د پ  ارام  ت  ر ت  ا ۴ پ  ی  ش  ن  ه  ادی
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اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت

𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑥۳ +𝐵𝑥۲ +𝐶𝑥+𝐷

𝑢𝑞𝑥(۰, 𝑡) = ۳𝐴𝑥۲ + ۲𝐵𝑥+𝐶􏿖𝑥=۰ = 𝑡 ⇒ 𝐶 = 𝑡

𝑢𝑞𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۶𝐴= ۶ ⇒ 𝐴= ۱

𝑢𝑞(۱, 𝑡) = ۱ ⇒ 𝐴+𝐵+𝐶+𝐷 = ۱ ⇒ 𝐵+𝐷= −𝑡

𝑢𝑞𝑥𝑥(۱, 𝑡) = ۶𝐴+ ۲𝐵 = ۶+ ۲𝐵 = ۰ ⇒ 𝐵= −۳

=𝐴و ۱ 𝐵و = −۳ ،𝐶 = 𝑡 ،𝐷= ۳− 𝑡 پ  س،  

𝑢𝑞 = 𝑥۳ − ۳𝑥۲ + 𝑡𝑥+ (۳− 𝑡)

ب  گ  ی  ری  د: ح  ال ه  م  گ  ن. ب  ه غ  ی  ره  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ت  ب  دی  ل و م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر س  وم: ق  دم

𝑢 = 𝑢𝑞 +𝑣 = 𝑥۳ − ۳𝑥۲ + 𝑡𝑥+ (۳− 𝑡) + 𝑣

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑣ب  رای م  س  ئ  ل  ه م  ی ش  ود. ه  م  گ  ن 𝑣ب  رای م  رزی ش  رای  ط ب  ن  وی  س  ی  د. 𝑣ب  رای را م  س  ئ  ل  ه و

𝑣𝑡𝑡 − 𝑣𝑡𝑡𝑥𝑥 +𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 + ۴𝑣 = ۴𝑥۲(۳− 𝑥) + ۶𝑥+ 𝑡(۴− ۳𝑥) − ۱۸

𝑣(𝑥, ۰) = −𝑥۳ +۳𝑥۲ +𝑥− ۳, 𝑣𝑡(𝑥, ۰) = ۱, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑣𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑣𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑣(۱, 𝑡) = ۰, 𝑣𝑥𝑥(۱, 𝑡) = ۰.

م  ی ن  وی  س  ی  م. 𝑡 از ت  اب  ع  ی ض  رای  ب ب  ا ف  وق پ  ای  ه ب  رح  س  ب را 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ج  واب .𝑣 م  س  ئ  ل  ه ح  ل چ  ه  ارم: ق  دم

𝑣(𝑥, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑇𝑛(𝑡) cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥

ن  م  ی ن  وی  س  ی  م. را cos(𝑛+ ۱
۲)𝜋𝑥 ∑و خ  لاص  ه ن  وی  س  ی ب  رای و م  ی ده  ی  م ق  رار م  ع  ادل  ه در را ج  واب ای  ن آ)

𝑇̈𝑛 + (𝑛+ ۱
۲)

۲𝜋۲𝑇̈𝑛 + (𝑛+ ۱
۲)

۴𝜋۴𝑇𝑛 + ۴𝑇𝑛 = 𝑐𝑛 +𝑑𝑛𝑡

آن در ک  ه
𝑐𝑛 = ۲

۱􏾙
۱

۰
􏿴۴𝑥۲(۳− 𝑥) + ۶𝑥 − ۱۸􏿷 cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑛 = ۲
۱􏾙

۱

۰
(۴− ۳𝑥)cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥 𝑑𝑥
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𝑇𝑛م  ی ش  ود: م  ع  ادل  ه درن  ت  ی  ج  ه، اس  ت.) ک  ار آخ  ر ب  رای ان  ت  گ  رال ه  ا (م  ح  اس  ب  ه

𝑇̈ +
(𝑛+ ۱

۲)۴𝜋۴ + ۴
۱+ (𝑛+ ۱

۲)۲𝜋۲
𝑇𝑛 = 𝑐𝑛

۱+ (𝑛+ ۱
۲)۲𝜋۲

+ 𝑑𝑛
۱+ (𝑛+ ۱

۲)۲𝜋۲
𝑡

م  ی ش  ود: م  ع  ادل  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛 cos𝛼𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin𝛼𝑛𝑡 + 𝐶𝑛
𝛼𝑛۲

+ 𝐷𝑛
𝛼𝑛۲

𝑡

ب  ه ط  وری ک  ه

𝛼𝑛۲ ∶=
(𝑛+ ۱

۲)۴𝜋۴ + ۴
۱+ (𝑛+ ۱

۲)۲𝜋۲
, 𝐶𝑛 ∶= 𝑐𝑛

۱+ (𝑛+ ۱
۲)۲𝜋۲

𝐷𝑛 ∶= 𝑑𝑛
۱+ (𝑛+ ۱

۲)۲𝜋۲
.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب،

𝑣(𝑥, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۰
􏿴𝐴𝑛 cos𝛼𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin𝛼𝑛𝑡 + 𝐶𝑛

𝛼𝑛۲
+ 𝐷𝑛
𝛼𝑛۲

𝑡􏿷 cos(𝑛+ ۱
۲)𝜋𝑥

 

آی  د. 𝐵𝑛ب  ه دس  ت 𝐴𝑛و ت  ا م  ی ک  ن  ی  م اع  م  ال را اول  ی  ه ش  رای  ط اک  ن  ون ب)

𝑣(𝑥, ۰) =
∞
􏾜
𝑛=۰
􏿴𝐴𝑛 + 𝐶𝑛

𝛼𝑛۲
􏿷 cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥 = −𝑥
۳ +۳𝑥۲ +𝑥− ۳

درن  ت  ی  ج  ه،

𝐴𝑛 + 𝐶𝑛
𝛼𝑛۲

= ۲
۱􏾙

۱

۰
􏿴 − 𝑥۳ +۳𝑥۲ +𝑥− ۳􏿷 cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥 𝑑𝑥

𝑣𝑡(𝑥, ۰) =
∞
􏾜
𝑛=۰
􏿴𝛼𝑛𝐵𝑛 + 𝐷𝑛

𝛼𝑛۲
􏿷 cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥 = ۱.

پ  س

𝛼𝑛𝐵𝑛 + 𝐷𝑛
𝛼𝑛۲

= ۲
۱􏾙

۱

۰
cos(𝑛+ ۱

۲)𝜋𝑥 𝑑𝑥

در آن ه  ا دادن ق  رار از م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝐵𝑛 𝐴𝑛و ف  وق ان  ت  گ  رال دو و 𝑑𝑛 و 𝑐𝑛 ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه ب  ا
م  ی ش  ود. اول  ی  ه م  س  ئ  ل  ه ج  واب و م  ش  خ  ص ت  اب  ع ای  ن ،𝑣(𝑥, 𝑡)س  ری

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) + 𝑣(𝑥, 𝑡)

= 𝑥۳ − ۳𝑥۲ + 𝑡𝑥+ (۳− 𝑡) + 𝑣(𝑥, 𝑡)
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۹ . ۱ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۱. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 −𝑢+ 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۱, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝜋, 𝑡) = ۰.

۲. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝛼𝑢𝑥 −𝑢+ 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑡) = ۱.

.𝑢 = 𝑣𝑒−𝛼𝑥:ب  گ  ی  ری  د

۳. 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 −𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑥𝑦, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, ۰ ≤ 𝑦 ≤ ۱

𝑢(۰, 𝑦) = 𝑦, 𝑢𝑥(𝜋,𝑦) = ۰, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢(𝑥, ۱) = ۱.

۴. 𝑢𝑡𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 −𝑢𝑥𝑥 +𝑢 = 𝑥𝑡 ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۱, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰

۵. 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 = 𝑥۲ +𝑦۲, ۱ ≤ 𝑥۲ +𝑦۲ ≤ ۴,

𝑢􏿖
𝑥۲+𝑦۲=۱

= 𝑥۲𝑦۲, 𝑢􏿖
𝑥۲+𝑦۲=۴

= ۰.

۶. 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 = 𝑥𝑦, 𝑥۲ +𝑦۲ < ۱,

𝑢􏿖
𝑥۲+𝑦۲=۱

= 𝑥+ 𝑦, |𝑢| < ∞.

م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ب  ا ح  ل روش ۲ . ۹ . ۱

ت  اب  ع ه  ر ب  رای را ف  وری  ه ض  رای  ب دن  ب  ال  ه ک  ه ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب س  اخ  ت. م  ی ت  وان م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ی  ک پ  ای  ه ه  ر از
ب  ت  وان پ  ای  ه آن ب  ه ن  س  ب  ت را ت  اب  ع آن ف  وری  ه ن  س  ب  ت و گ  رف  ت ن  ظ  ر در م  رب  وط پ  ای  ه ن  س  ب  ت ت  اب  ع آن ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  ت  وان

دام  ن  ه ب  ا 𝑓(𝑥) اگ  ر ب  گ  ی  ری  د. در را 􏿻sin 𝑛𝜋𝑥
𝑝 􏿾

∞

𝑛=۱
ی  ع  ن  ی ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ک  رد. م  ن  ظ  ور م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل
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آن  گ  اه ب  اش  د، [۰, 𝑝]
𝑏𝑛 = ۲

𝑝􏾙
𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑏𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 .

ک  ردی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠(𝑓) =􏾙
𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 ∶= 𝐹𝑠(𝑛)

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت ه  م را م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل اس  ت. 𝑏𝑛 ه  م  ان 𝐹𝑠(𝑛) ک  ه

𝑓(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۱
𝐹𝑠(𝑛) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝

ت  ب  دی  لات ک  ه اس  ت اس  اس  ی خ  اص  ی  ت ای  ن دارای ت  ب  دی  ل ای  ن اس  ت. ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه س  ری ه  م  ان ک  ه
ان  ت  گ  رال از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ار ای  ن و ک  رد ب  ی  ان ت  اب  ع خ  ود ت  ب  دی  ل ب  رح  س  ب م  ی ت  وان را ت  اب  ع زوج م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات

داری  م: م  ورد ای  ن در اس  ت. م  ی  س  ر ج  ز ب  ه ج  ز

ℱ𝑠(𝑓″) = −𝑛
۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑠(𝑓) − ۲𝑛𝜋
𝑝۲ 􏿮(−۱)

𝑛𝑓(𝑝) − 𝑓(۰)􏿱.

ت  ب  دی  ل ب  ا ش  ود ح  ل ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب  ا م  ث  لاً اگ  ر م  س  ئ  ل  ه ه  ر ک  ه اس  ت ای  ن ت  ب  دی  لات ای  ن در اس  اس  ی ن  ک  ت  ه
اس  ت. اس  اس  ی ت  ف  اوت ح  ل روش در م  ی ش  ود. ح  ل ن  ی  ز ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه

𝑣ب  رح  س  ب را م  س  ئ  ل  ه و داد 𝑢 = 𝑢𝑞 +𝑣 م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر و آورد ب  ه دس  ت را 𝑢𝑞 ب  ای  د پ  ای  ه ب  ا ح  ل ب  رای . ۱
𝑢𝑞 م  ح  اس  ب  ه ب  ه ن  ی  از ت  ب  دی  ل ب  ا ح  ل در ب  اش  د. اع  م  ال ق  اب  ل پ  ای  ه ب  ا ح  ل و گ  ردد ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ت  ا ن  وش  ت

ن  ی  س  ت. م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر و

ب  ه ج  ای س  ری ای  ن ج  ای  گ  ذاری ب  رای م  ی ده  ی  م ق  رار م  ع  ادل  ه در را ف  وری  ه س  ری و م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده پ  ای  ه از وق  ت  ی . ۲
ج  م  لات از ع  م  لاً م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده ت  ب  دی  ل از وق  ت  ی ل  ی  ک  ن ب  گ  ی  ری  م. م  ش  ت  ق ب  ای  د س  ری ای  ن از م  ش  ت  ق ج  م  لات

ن  م  ی ش  ود. 𝑢𝑞 ب  ه ن  ی  از و م  ی گ  ردد ظ  اه  ر م  ش  ت  ق ت  ب  دی  ل در م  رزی ش  رای  ط و م  ی ش  ود گ  رف  ت  ه ان  ت  گ  رال

ق  اب  ل ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  ا ه  م و پ  ای  ه ب  ا ه  م م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  اش  د، م  وج  ود م  س  ئ  ل  ه در ش  ده داده ت  واب  ع ف  وری  ه س  ری اگ  ر . ۳
ب  ا ح  ل ام  ک  ان ت  ب  دی  ل ب  ا ل  ی  ک  ن ن  ام  ق  دور پ  ای  ه ب  ا ح  ل ن  ب  اش  د، م  وج  ود ت  اب  ع  ی ف  وری  ه س  ری اگ  ر ل  ی  ک  ن اس  ت. ح  ل

م  ی پ  ردازی  م. ت  ب  دی  ل ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل ب  ه ح  ال اس  ت. م  وج  ود م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل
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زی  ر: ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۷ . ۱ م  ث  ال

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑥𝑥𝑡 −𝑢+ 𝑥+ 𝑒𝑡𝛿(𝑥 − 𝜋
۲ ) ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝜋, 𝑡) = ۰.

ای  ن پ  س اس  ت ف  وری  ه س  ری ف  اق  د ت  اب  ع ای  ن و اس  ت ش  ده ظ  اه  ر م  ع  ادل  ه ای  ن در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت 𝛿 ت  اب  ع چ  ون ح  ل.
زی  ر خ  اص  ی  ت دل  ت  ا ت  اب  ع م  ورد در اس  ت. ق  اب  ل ح  ل ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از اس  ت  ف  اده ب  ا دل  ت  ا ت  اب  ع ح  اوی م  س  ائ  ل و م  س  ئ  ل  ه

داری  م: را

آن  گ  اه ،𝛼 ∈ (𝑎, 𝑏) و ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه [𝑎, 𝑏] ب  ازه روی 𝑓(𝑥) اگ  ر .۱۷ . ۱ خ  اص  ی  ت

􏾙
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝛿(𝑥 − 𝛼) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝛼)

∞±ب  اش  د. م  ی ت  وان  د 𝑏 ی  ا و 𝑎 ای  ن  ج  ا در ک  ه

ای  ن ب  رای .𝑝 = 𝜋 داری  م م  ی گ  ی  ری  م. ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  س  ئ  ل  ه از م  س  ئ  ل  ه، ح  ل ب  رای ح  ال
م  ی ن  وی  س  ی  م: س  اده ن  وی  س  ی ب  رای م  ی گ  ی  ری  م. 𝜋ان  ت  گ  رال ت  ا ۰ از و ض  رب ۲

𝜋 sin𝑛𝑥 در را م  ع  ادل  ه ط  رف  ی  ن م  ن  ظ  ور

ℱ𝑠(𝑢(𝑥, 𝑡)) = 𝑈(𝑛, 𝑡) ∶= 𝑈(𝑡)

ای  ن ص  ورت: در

م  ی گ  ی  ری  م. ان  ت  گ  رال 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت و م  ش  ت  ق 𝑡 ب  ه ن  س  ب  ت 𝑢 از . ۱

ℱ𝑠(𝑢𝑡) = 𝑈𝑡

م  ی گ  ی  ری  م. ان  ت  گ  رال س  پ  س و م  ش  ت  ق 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ب  ار دو . ۲

ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥) = −𝑛۲𝑈 + ۲𝑛
𝜋 𝑡

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت را ف  وق ت  س  اوی داری  م، ب  الا در آن را ف  رم  ول ک  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا

ه  م  چ  ن  ی  ن . ۳
ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥𝑡) = 􏿴ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥)􏿷𝑡 = −𝑛

۲𝑈𝑡 + ۲𝑛
𝜋
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. ۴
ℱ𝑠􏿴𝑒𝑡𝛿(𝑥 − 𝜋۲ )􏿷 =

۲
𝜋􏾙

𝜋

۰
𝛿(𝑥 − 𝜋۲ )𝑒

𝑡 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ۲
𝜋𝑒

𝑡 sin 𝑛𝜋۲

. ۵
ℱ𝑠(𝑥) = ۲

𝜋􏾙
𝜋

۰
𝑥sin𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱

م  ی ده  ی  م: ق  رار گ  رف  ت  ه ش  ده ت  ب  دی  ل م  ع  ادل  ه در ح  ال

𝑈𝑡 = −𝑛۲𝑈 −𝑛۲𝑈𝑡 −𝑈 + ۲𝑛
𝜋 𝑡+

۲𝑛
𝜋 + ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱ + ۲

𝜋𝑒
𝑡 sin 𝑛𝜋۲

𝑈𝑡 +𝑈 = ۱
۱+𝑛۲􏿴

۲𝑛
𝜋 𝑡+

۲𝑛
𝜋 + ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱ + ۲

𝜋𝑒
𝑡 sin 𝑛𝜋۲ 􏿷

= 𝐵𝑛𝑡 +𝐶𝑛 +𝐷𝑛𝑒𝑡

ب  ه ط  وری ک  ه

𝐵𝑛 ∶= ۲𝑛
𝜋(۱+𝑛۲), 𝐶𝑛 ∶= ۱

۱+𝑛۲􏿵
۲𝑛
𝜋 + ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱􏿸,

𝐷𝑛 ∶= ۲
𝜋(۱+𝑛۲) sin

𝑛𝜋
۲ .

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت  ب  گ  ی  ری  م، ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل اول  ی  ه ش  رط از اگ  ر

𝑈(۰) = ℱ𝑠(𝑢(𝑥, ۰)) = ℱ𝑠(𝑥) = ۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱

از ع  ب  ارت  س  ت ف  وق دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

𝑈(𝑛, 𝑡) = 𝐴𝑛𝑒−𝑡 +𝐵𝑛𝑡 +𝐶𝑛 −𝐵𝑛 + ۱
۲𝐷𝑛𝑒𝑡

م  ی ش  ود: ح  اص  ل اول  ی  ه ش  رط اع  م  ال ب  ا اس  ت. ع  م  وم  ی ج  واب 𝐴𝑛ث  اب  ت آن در ک  ه

𝑈(𝑛, ۰) = 𝐴𝑛 +𝐶𝑛 −𝐵𝑛 + ۱
۲𝐷𝑛 = ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱

پ  س
𝐴𝑛 = ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱ −𝐶𝑛 +𝐵𝑛 − ۱

۲𝐷𝑛

ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑈(𝑛, 𝑡) = 􏿮 ۲𝑛(−۱)
𝑛+۱ −𝐶𝑛 +𝐵𝑛 − ۱

۲𝐷𝑛􏿱 𝑒−𝑡 +𝐵𝑛𝑡 +𝐶𝑛 −𝐵𝑛 + ۱
۲𝐷𝑛𝑒𝑡
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م  ی ش  ود: م  س  ئ  ل  ه ج  واب و

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑈(𝑛, 𝑡) sin𝑛𝜋

ب  گ  ی  ری  م: و ک  ن  ی  م ح  ل ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب  ا اگ  ر (۱ ت  ذک  ر.

𝛿(𝑥 − 𝜋۲ ) =
∞
􏾜
𝑛=۱

۲
𝜋 sin

𝑛𝜋
۲ sin𝑛𝑥

ک  ل  ی  ه دل  ت  ا ت  اب  ع ب  رای ام  ا ن  ی  س  ت. ب  رق  رار و ن  دارد م  ع  ن  ی ت  س  اوی ای  ن ل  ی  ک  ن م  ی آی  د. ب  ه دس  ت ج  واب ه  م  ی  ن
اس  ت. ب  ام  ع  ن  ی و م  وج  ود ت  ب  دی  لات

داده م  ی ش  ود. ت  رج  ی  ح ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب  ا ح  ل ن  ب  ود، م  وج  ود ف  وق م  ع  ادل  ه در دل  ت  ا ت  اب  ع اگ  ر (۲
در آورد، ب  ه دس  ت 𝑢𝑞 ت  اب  ع ی  ک م  ت  غ  ی  ر دو آن ب  رای ن  ت  وان و ب  اش  د ب  ی  ش  ت  ر ی  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دو م  س  ئ  ل  ه چ  ن  ان  چ  ه
م  رح  ل  ه ب  ه م  رح  ل  ه م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ب  ا ی  ا و ک  رد ح  ل م  رح  ل  ه ب  ه م  رح  ل  ه و پ  ای  ه ب  ا را م  س  ئ  ل  ه ب  ای  د ح  ال  ت ای  ن

ک  رد.  ح  ل

دوم ب  ه ص  ورت و اول م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق ج  م  ل  ه دو 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  ع  ادل  ه در چ  ن  ان  چ  ه ت  ذک  ر.
𝑢𝑥𝑥 + ۲𝛼𝑢𝑥

𝑣𝑥𝑥 ج  م  ل  ه ف  ق  ط 𝑣 م  ع  ادل  ه در 𝑣ب  رح  س  ب م  س  ئ  ل  ه ن  وش  ت  ن و 𝑢 = 𝑒−𝛼𝑥𝑣 م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر ب  ا داش  ت  ه ب  اش  ی  م،
ی  ا و م  وج  ود پ  ای  ه ه  ای ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  ررس  ی در ای  ن ص  ورت م  ی گ  ردد. ح  ذف اول م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق و م  ی ش  ود ظ  اه  ر

م  ی ش  ود. ان  ج  ام آس  ان ت  ر ج  دی  د پ  ای  ه ت  ه  ی  ه

۱۰ . ۱ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل م  ن  اس  ب م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۱. 𝑢𝑡𝑡 −𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑡𝑥𝑥 +𝑢 = 𝛿(𝑥 − 𝜋
۲ )𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۱, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 𝑡
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۲. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 −𝑢𝑥𝑥𝑡 + ۲𝑢+ 𝑥𝑒−𝑡, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢(−𝜋, 𝑡) = 𝑡 + 𝑢(𝜋, 𝑡), 𝑢𝑥(−𝜋, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡)

۳. 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢𝑥 +𝑢𝑦𝑦 = 𝑥 𝛿(𝑦 − ۱), ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, ۰ ≤ 𝑦 ≤ 𝜋

𝑢(۰, 𝑦) = 𝑦, 𝑢(۱, 𝑦) = ۰, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑦(𝑥,𝜋) = ۰

۴. 𝑢𝑡𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 +𝑢 = 𝑥 𝛿(𝑡 − ۱) ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۱,

𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑡) = ۰ 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۱, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۱, 𝑡) = 𝑡

۵. 𝑟۲𝑢𝑟𝑟 + 𝑟𝑟 + 𝑢𝜃𝜃 = 𝑟۲𝛿(𝜃 − 𝜋
۲ ), ۰ ≤ 𝜃 ≤ 𝜋, 𝑟 < ۱

𝑢(𝑟, ۰) = 𝑟, 𝑢(𝑟,𝜋) = ۱, 𝑢(۱,𝜃) = 𝜃, 𝑢(۱,𝜃) = 𝜃, |𝑢| < ∞

س  ه گ  ان  ه و دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری ب  ا ح  ل روش ۳ . ۹ . ۱

ب  ه م  س  ائ  ل ن  وع ای  ن ح  ل داش  ت  ه ب  اش  ی  م، م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر س  ه ی  ا دو پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ی  ک در چ  ن  ان  چ  ه
اس  ت: م  ق  دور ط  ری  ق س  ه

م  ک  ان. م  ت  غ  ی  ر ب  ه م  رب  وط پ  ای  ه ه  ای از م  رح  ل  ه ب  ه م  رح  ل  ه ای اس  ت  ف  اده ط  ری  ق  ه . ۱

م  ت  ن  اه  ی. ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از م  ت  وال  ی اس  ت  ف  اده ط  ری  ق  ه . ۲

س  ه گ  ان  ه. و دوگ  ان  ه پ  ای  ه ی  ا س  ه گ  ان  ه و دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ط  ری  ق  ه . ۳

درم  ورد ۲ . ۹ . ۱ زی  رب  خ  ش در دوم ط  ری  ق  ه داده ش  ده اس  ت. ت  وض  ی  ح ۲۳ . ۱ م  ث  ال ط  ب  ق ۸ . ۱ ب  خ  ش در اول ط  ری  ق  ه
و ۱۹ . ۱ م  ث  ال ه  ای ط  ی ۷ . ۱ ب  خ  ش در ن  ی  ز س  وم ط  ری  ق  ه داده ش  ده اس  ت. ت  وض  ی  ح دل  ت  ا ت  اب  ع ح  اوی م  س  ائ  ل ح  ل
س  ه ی  ا دو ب  ا را م  س  ئ  ل  ه ی  ک اگ  ر اس  ت، ی  گ  ان  ه پ  اره ای م  س  ئ  ل  ه ج  واب آن  ج  ای  ی  ک  ه از داده ش  ده اس  ت. ت  وض  ی  ح ۲۰ . ۱
ه  دف داش  ت  ه ب  اش  ن  د. ظ  اه  ری ت  ف  اوت اگ  رچ  ه ب  راب  رن  د ه  م ب  ا روش س  ه ی  ا دو ه  ر ج  واب ه  ای ک  ن  ی  م ح  ل ف  وق روش

اس  ت. م  ن  اس  ب ت  ر ف  وق روش ه  ای از ک  دام ی  ک م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  رای ب  ب  ی  ن  ی  م ک  ه ای  ن اس  ت ق  س  م  ت ای  ن از

آورد، ب  ه دس  ت م  ک  ان م  ت  غ  ی  ره  ای ک  ل  ی  ه م  رزی ش  رای  ط ب  رای 𝑢𝑞 ی  ک ب  ت  وان م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه ب  رای چ  ن  ان  چ  ه ت  ذک  ر.
اس  ت. راه ح  ل ب  ه  ت  ری  ن س  ه گ  ان  ه ی  ا دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری ب  ه ص  ورت ح  ل
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م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۸ . ۱ م  ث  ال
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑧𝑧 +𝑢+𝑥𝑦𝑧𝑡, ۰ ≤ 𝑥,𝑦, 𝑧 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦𝑧,

𝑢􏿖
𝑥=۰
= ۰, 𝑢􏿖

𝑦=۰
= ۰, 𝑢𝑧􏿖

𝑧=۰

= ۰,

𝑢􏿖
𝑥=۱
= 𝑡𝑦𝑧, 𝑢𝑦􏿖

𝑦=۱

= 𝑡𝑥𝑧, 𝑢􏿖
𝑧=۱
= 𝑡𝑥𝑦

آن ب  رای ب  ت  وان  ی  م ای  ن  ک  ه ب  ر م  ش  روط اس  ت م  ق  دور س  ه گ  ان  ه پ  ای  ه ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل پ  س ،۰ ≤ 𝑥,𝑦, 𝑧 ≤ ۱ چ  ون ح  ل.
اس  ت. 􏿺 sin𝑛𝜋𝑥􏿽

∞

𝑛=۱
م  ن  اس  ب پ  ای  ه درن  ت  ی  ج  ه اس  ت، دی  ری  ک  ه 𝑥 ب  رای م  رزی ش  رای  ط آوری  م. ب  ه دس  ت 𝑢𝑞

م  رزی ش  رای  ط م  ی ب  اش  د. 􏿺 sin(𝑛+ ۱
۲)𝜋𝑦􏿽

∞

𝑛=۰
م  ن  اس  ب پ  ای  ه پ  س اس  ت، چ  پ روب  ی  ن 𝑦ب  رای م  رزی ش  رای  ط

ک  ل  ی  ه ب  رای 𝑢𝑞 ی  ک ک  ردن پ  ی  دا اس  ت. 􏿺 cos(𝑛+ ۱
۲)𝜋𝑧􏿽

∞

𝑛=۰
م  ن  اس  ب پ  ای  ه پ  س اس  ت، راس  ت روب  ی  ن 𝑧ب  رای

اس  ت: م  ن  اس  ب زی  ر 𝑢𝑞 م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  رای ل  ی  ک  ن ن  ی  س  ت. س  اده چ  ن  دان م  ت  غ  ی  ره  ا

𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑥𝑦𝑧𝑡

م  ی ش  ود: ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑣 م  س  ئ  ل  ه م  ی ن  وی  س  ی  م. 𝑣ب  رای را م  س  ئ  ل  ه 𝑢 = 𝑢𝑞 +𝑣 م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر ب  ا

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 +𝑣𝑦𝑦 +𝑣𝑧𝑧 +𝑣+ ۲𝑥𝑦𝑧𝑡 − 𝑥𝑦𝑧, ۰ ≤ 𝑥,𝑦, 𝑧 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦𝑧,

𝑣􏿖
𝑥=۰
= 𝑣􏿖

𝑥=۱
= 𝑣􏿖

𝑦=۰
= 𝑣𝑦􏿖

𝑦=۱

= 𝑣𝑧􏿖
𝑧=۰

= 𝑣􏿖
𝑧=۱
= ۰

م  ی ش  ود. ح  ل س  ه گ  ان  ه پ  ای  ه ب  ا پ  س اس  ت. ه  م  گ  ن م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  رای م  رزی ش  رای  ط

𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۱

∞
􏾜
𝑚=۰

∞
􏾜
𝑗=۰
𝑇𝑛𝑚𝑗(𝑡) sin𝑛𝜋𝑥sin(𝑚+ ۱

۲)𝜋𝑦cos(𝑗 +
۱
۲)𝜋𝑧

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑇𝑛𝑚𝑗 م  ع  ادل  ه ،𝑣 م  ع  ادل  ه در ف  وق س  ری دادن ق  رار ب  ا

𝑇̇𝑛𝑚𝑗 = −􏿴𝑛۲ + (𝑚+ ۱
۲)

۲ + (𝑗 + ۱
۲)

۲􏿷𝑇𝑛𝑚𝑗 + 𝑐𝑛𝑚𝑗𝑡 + 𝑑𝑛𝑚𝑗

آن در ک  ه
𝑐𝑛𝑚𝑗 = ۲

۱
۲
۱
۲
۱􏾙

۱

۰
􏾙

۱

۰
􏾙

۱

۰
۲𝑥𝑦𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑑𝑛𝑚𝑗 = ۲
۱
۲
۱
۲
۱􏾙

۱

۰
􏾙

۱

۰
􏾙

۱

۰
−𝑥𝑦𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = − ۱۲𝑐𝑛𝑚𝑗
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زی  ر ب  ه ص  ورت آن را ع  م  وم  ی 𝑇𝑛𝑚𝑗ج  واب م  ع  ادل  ه ح  ل از م  ی گ  ذاری  م. ک  ار آخ  ر ب  رای را ان  ت  گ  رال ه  ا ای  ن م  ح  اس  ب  ه
م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت

𝑇𝑛𝑚𝑗(𝑡) = 𝐴𝑛𝑚𝑗𝑒−𝛽𝑛𝑚𝑗𝑡 +
𝑐𝑛𝑚𝑗
𝛽𝑛𝑚𝑗

𝑡 + ۱
𝛽𝑛𝑚𝑗

􏿵𝑑𝑛𝑚𝑗 −
𝑐𝑛𝑚𝑗
𝛽𝑛𝑚𝑗

􏿸

ب  ه ط  وری ک  ه
𝛽𝑛𝑚𝑗 =∶ 𝑛۲ + (𝑚+ ۱

۲)
۲ + (𝑗 + ۱

۲)
۲.

آوردن ب  ه دس  ت ب  رای م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه ع  م  وم  ی ج  واب 𝑣 س  ه گ  ان  ه ف  وری  ه س  ری 𝑇𝑛𝑚𝑗در ای  ن دادن ق  رار از
ب  ر 𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦𝑧 اول  ی  ه ش  رای  ط اع  م  ال از ک  ن  ی  م. اع  م  ال آن را اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ای  د 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ن  ه  ای  ی ج  واب

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑣 ع  م  وم  ی ج  واب

𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, ۰) =
∞
􏾜
𝑛=۱

∞
􏾜
𝑚=۰

∞
􏾜
𝑗=۰
􏿵𝐴𝑛𝑚𝑗 + ۱

𝛽𝑛𝑚𝑗
􏿴𝑑𝑛𝑚𝑗 −

𝑐𝑛𝑚𝑗
𝛽𝑛𝑚𝑗

􏿷􏿸 sin𝑛𝜋𝑥

⋅ sin(𝑚+ ۱
۲)𝜋𝑦cos(𝑗 +

۱
۲)𝜋𝑧 = 𝑥𝑦𝑧

ن  ت  ی  ج  ه در
𝐴𝑛𝑚𝑗 + ۱

𝛽𝑛𝑚𝑗
􏿴𝑑𝑛𝑚𝑗 −

𝑐𝑛𝑚𝑗
𝛽𝑛𝑚𝑗

􏿷 = −𝑑𝑛𝑚𝑗.

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝑑𝑛𝑚𝑗 𝐴𝑛𝑚𝑗ب  رح  س  ب ، 𝑐𝑛𝑚𝑗 = −۲𝑑𝑛𝑚𝑗 راب  ط  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال

𝐴𝑛𝑚𝑗 = −𝑑𝑛𝑚𝑗􏿴۱+ ۱
𝛽𝑛𝑚𝑗

+ ۲
𝛽۲𝑛𝑚𝑗

􏿷

ن  ه  ای  ی ج  واب ب  الاخ  ره م  ی ش  ود. م  ش  خ  ص ک  ام  لاً ج  واب ای  ن 𝑣 ع  م  وم  ی ج  واب 𝐴𝑛𝑚𝑗در ای  ن دادن ق  رار از
داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را اول  ی  ه م  س  ئ  ل  ه

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑥𝑦𝑧𝑡 + 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

م  ی پ  ردازی  م. 𝑑𝑛𝑚𝑗 م  ح  اس  ب  ه ب  ه ح  ال

𝑑𝑛𝑚𝑗 = ۸􏾙
۱

۰
𝑥sin𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥􏾙

۱

۰
𝑦sin(𝑚+ ۱

۲)𝜋𝑦 𝑑𝑦􏾙
۱

۰
𝑧cos(𝑗 + ۱

۲)𝜋𝑧 𝑑𝑧

= ۸(−۱)
𝑛+۱

𝑛𝜋
(−۱)𝑚

(𝑚+ ۱
۲)۲𝜋۲􏿶

(−۱)𝑗

𝜋(𝑗 + ۱
۲)
− ۱
(𝑗 + ۱

۲)۲𝜋۲􏿹
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از م  رح  ل  ه ب  ه م  رح  ل  ه ای اس  ت  ف  اده ی  ع  ن  ی اول ط  ری  ق  ه ب  ه ب  ای  د ی  ا را م  س  ئ  ل  ه ن  ب  اش  د، م  ق  دور 𝑢𝑞 ت  ع  ی  ی  ن چ  ن  ان  چ  ه ت  ذک  ر.
ت  رک  ی  ب  ی ی  ا و م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از م  ت  وال  ی اس  ت  ف  اده ی  ع  ن  ی دوم ط  ری  ق ب  ه ی  ا و م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر ب  ه م  رب  وط پ  ای  ه ه  ای

ک  ن  ی  م. ح  ل روش دو ای  ن از

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۹ . ۱ م  ث  ال

𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑧𝑧 − ۵𝑢 = 𝑥𝑦𝑧, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, ۰ ≤ 𝑦,𝑧 ≤ 𝜋

𝑢􏿖
𝑥=−𝜋

= 𝑢􏿖
𝑥=𝜋
+𝑦𝑧, 𝑢𝑥􏿖

𝑥=−𝜋

= 𝑢𝑥􏿖
𝑥=𝜋

𝑢􏿖
𝑦=۰
= 𝑢􏿖

𝑦=𝜋
= 𝑥𝑧, 𝑢𝑧􏿖

𝑧=۰

= ۰, 𝑢𝑧􏿖
𝑧=𝜋

= 𝑥𝑦

ف  وری  ه س  ری ب  ا ح  ل پ  س ن  ی  س  ت. م  ق  دور س  ادگ  ی ب  ه 𝑢𝑞 ت  ع  ی  ی  ن م  رزی ش  رای  ط ای  ن ب  رای ک  ن  ی  د ت  وج  ه اب  ت  دا ح  ل.
پ  ای  ه 𝑥 م  ت  غ  ی  ر م  ن  اس  ب پ  ای  ه م  ی ده  ی  م. ان  ج  ام م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ب  ا را ح  ل ن  ی  س  ت. م  ق  دور چ  ن  دگ  ان  ه
ی  ع  ن  ی 𝑝 = 𝜋 ب  ا ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه 𝑦 م  ت  غ  ی  ر م  ن  اس  ب پ  ای  ه اس  ت. {𝑒𝑖𝑛𝑥}∞𝑛=−∞ ی  ع  ن  ی 𝑝 = 𝜋 ب  ا ن  م  ای  ی
اس  ت. {cos𝑛𝑧}∞𝑛=۰ ی  ع  ن  ی 𝑝 = 𝜋 ب  ا ق  دی  م ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه 𝑧 م  ت  غ  ی  ر م  ن  اس  ب پ  ای  ه م  ی ب  اش  د. {sin𝑛𝑦}∞𝑛=۱

م  ی گ  ی  ری  م. م  ت  ن  اه  ی ن  م  ای  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت اب  ت  دا

ℱ (𝑢(𝑥,𝑦, 𝑧)) = 𝑈(𝑛,𝑦, 𝑧) = 𝑈𝑛(𝑦, 𝑧) =∶ 𝑈𝑛

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑧) =
∞
􏾜
𝑛=∞

𝑈𝑛(𝑦, 𝑧)𝑒𝑖𝑛𝑥

ℱ (𝑓″) = −𝑛۲ℱ (𝑓) + (−۱)
𝑛𝑖𝑛

۲𝜋 [𝑓(𝜋) − 𝑓(−𝜋)] + (−۱)
𝑛

۲𝜋 [𝑓′(𝜋) − 𝑓′(−𝜋)]

درن  ت  ی  ج  ه
ℱ (𝑢𝑥𝑥) = −𝑛۲𝑈𝑛 +

𝑖𝑛(−۱)𝑛+۱
۲𝜋 𝑦𝑧

ℱ (𝑢𝑦𝑦) = 𝑈𝑛𝑦𝑦

ℱ (𝑢𝑧𝑧) = 𝑈𝑛𝑧𝑧

م  ی گ  ی  ری  م. م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  س  ئ  ل  ه از ح  ال

−𝑛۲𝑈𝑛 +𝑈𝑛𝑦𝑦 +𝑈𝑛𝑧𝑧 − ۵𝑈𝑛 = 𝑦𝑧ℱ (𝑥) + 𝑖𝑛(−۱)𝑛
۲𝜋 𝑦𝑧

𝑈𝑛􏿖
𝑦=۰

=𝑈𝑛􏿖
𝑦=𝜋

= 𝑧ℱ (𝑥), 𝑈𝑛𝑧􏿖
𝑧=۰

= ۰, 𝑈𝑛𝑧􏿖
𝑧=𝜋

= 𝑦ℱ (𝑥)
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م  ی گ  ی  ری  م. م  ت  ن  اه  ی ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل 𝑦 ب  ه ن  س  ب  ت ف  وق م  س  ئ  ل  ه از س  پ  س

ℱ𝑠(𝑈𝑛(𝑦, 𝑧)) = ℱ𝑠(𝑈(𝑛,𝑦, 𝑧)) = 𝑈(𝑛,𝑚,𝑧) = 𝑈𝑛𝑚(𝑧) =∶ 𝑈𝑛𝑚

پ  س

−𝑛۲𝑈𝑛𝑚 −𝑚۲𝑈𝑛𝑚 +𝑈𝑛𝑚𝑧𝑧 − ۵𝑈𝑛𝑚 = 𝑧ℱ𝑠(𝑦)􏿮ℱ (𝑥) + 𝑖𝑛(−۱)𝑛
۲𝜋 􏿱

+۲𝑚
𝜋 𝑧ℱ (𝑥)[(−۱)𝑚 − ۱]

𝑈𝑛𝑚𝑧􏿖
𝑧=۰

= ۰, 𝑈𝑛𝑚𝑧􏿖
𝑧=𝜋

=ℱ𝑠(𝑦)ℱ (𝑥)

ب  ه ص  ورت را آن  اس  ت. ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا خ  ط  ی ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه 𝑈𝑛𝑚ی  ک ب  رای م  س  ئ  ل  ه ای  ن

𝑈″
𝑛𝑚 − (𝑛۲ +𝑚۲ + ۵)𝑈𝑛𝑚 = 𝑐𝑛𝑚𝑧

م  ی ب  اش  د: زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق م  ع  ادل  ه ج  واب

𝑈𝑛𝑚 =𝐴𝑛𝑚 cosh𝛼𝑛𝑚𝑧 +𝐵𝑛𝑚 sinh𝛼𝑛𝑚𝑧 + 𝑐𝑛𝑚
𝛼۲𝑛𝑚

𝑧

ب  ه ط  وری ک  ه

𝛼۲𝑛𝑚 =∶ 𝑛۲ +𝑚۲ + ۵

𝑐𝑛𝑚 =∶ ℱ𝑠(𝑦)􏿮ℱ (𝑥) + 𝑖𝑛(−۱)
𝑛

۲𝜋 􏿱+ ۲𝑚
𝜋 ℱ (𝑥)[(−۱)𝑚 − ۱]

داش  ت: خ  واه  ی  م م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

𝑈 ′𝑛𝑚 = 𝛼𝑛𝑚𝐵𝑛𝑚 + 𝑐𝑛𝑚
𝛼۲𝑛𝑚

= ۰

𝑈𝑛𝑚𝑧􏿖
𝑧=𝜋

=𝐴𝑛𝑚 cosh𝛼𝑛𝑚𝜋+𝐵𝑛𝑚 sinh𝛼𝑛𝑚𝜋+ 𝑐𝑛𝑚
𝛼۲𝑛𝑚

𝜋 =ℱ𝑠(𝑦)ℱ (𝑥)

پ  س
𝐵𝑛𝑚 = − 𝑐𝑛𝑚𝛼۳𝑛𝑚

𝐴𝑛𝑚 = ۱
cosh𝛼𝑛𝑚𝜋􏿶

ℱ𝑠(𝑦)ℱ (𝑥) + 𝑐𝑛𝑚
𝛼۳𝑛𝑚

sinh𝛼𝑛𝑚𝜋− 𝑐𝑛𝑚𝛼۲𝑛𝑚
𝜋􏿹
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آوری  م. ب  ه دس  ت ℱرا (𝑥) اس  تℱ𝑠(𝑦)و ک  اف  ی ح  ل ات  م  ام ب  رای

ℱ𝑠(𝑦) = ۲
𝜋􏾙

𝜋

۰
𝑦sin𝑚𝑦 𝑑𝑦 = ۲(−۱)𝑚+۱

𝑚

ℱ (𝑥) = ۱
۲𝜋􏾙

𝜋

−𝜋
𝑥𝑒−𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 𝑖(−۱)

𝑛

𝑛

آخ  ر در

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑧) =
∞
􏾜
𝑛=−∞

∞
􏾜
𝑚=۰

𝑈𝑛𝑚(𝑧)𝑒𝑖𝑛𝑥 sin𝑚𝑦

۱۱ . ۱ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل س  ه گ  ان  ه و دوگ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۱. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 −𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 +𝑢𝑡𝑡𝑦𝑦 −𝑢+ 𝑥𝑦𝑡, ۰ ≤ 𝑥,𝑦 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, ۰) = 𝑥𝑦, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, ۰) = ۰,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = ۰, 𝑢(𝜋,𝑦, 𝑡) = 𝜋𝑦𝑡, 𝑢(𝑥,𝜋, 𝑡) = 𝜋𝑥𝑡

۲. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢𝑦𝑦 + ۴𝑢𝑧𝑧 +𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 +𝑢+𝑥𝑦𝑧𝑡, ۰ ≤ 𝑥,𝑦, 𝑧 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦𝑧,

𝑢􏿖
𝑥=۰
= 𝑢􏿖

𝑥=۱
= 𝑢􏿖

𝑦=۰
= 𝑢𝑦􏿖

𝑦=۱

= 𝑢𝑧􏿖
𝑧=۰

= 𝑢􏿖
𝑧=۱
= ۰

۳. 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 −𝑢𝑥𝑦𝑥𝑦 +𝑢𝑧𝑧 −𝑢𝑦𝑦𝑧𝑧 −𝑢 = 𝑥𝑦𝑧,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑧) = 𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑧) = ۰, ۰ ≤ 𝑥,𝑦 ≤ 𝜋, −۱ ≤ 𝑧 ≤ ۱

𝑢𝑥(𝜋,𝑦, 𝑧) = 𝑢𝑦(𝑥,𝜋, 𝑧) = ۰, 𝑢􏿖
𝑧=−۱

= 𝑢􏿖
𝑧=۱
, 𝑢𝑧􏿖

𝑧=−۱

= 𝑢𝑧􏿖
𝑧=۱

۴. 𝑢𝑡𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 −𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 +𝑢 = 𝑥𝑦𝑡, ۰ ≤ 𝑥,𝑦 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, ۰) = 𝑥𝑦, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, ۰) = ۰,

𝑢􏿖
𝑥=۰
= 𝑢𝑦􏿖

𝑦=۰

= ۰, 𝑢𝑥􏿖
𝑥=𝜋

= 𝑦𝑡, 𝑢𝑦􏿖
𝑦=𝜋

= 𝑥𝑡



م  س  ت  دی  ر م  ی  دان روی پ  اره ای م  ع  ادلات ۱۰ . ۱
ح  رارت م  ع  ادل  ه و م  وج م  ع  ادل  ه لاپ  لاس، م  ع  ادل  ه ج  م  ل  ه از پ  اره ای م  ش  ت  ق  ات ب  ا م  ع  ادلات م  س  ائ  ل از زی  ادی ت  ع  داد
رخ آن ه  ا) از ب  خ  ش  ی ی  ا و اس  ت  وان  ه ی  ا و ک  ره ی  ا دای  ره (ی  ع  ن  ی م  س  ت  دی  ر م  ی  دان ه  ای روی م  ک  ان س  ه ب  ع  دی و ب  ع  دی دو
س  ه گ  ان  ه و دوگ  ان  ه پ  ای  ه ه  م و م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ه  م و پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  م م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه ح  ل م  ی ده  د.
روش ب  ا م  ی ب  ای  س  ت  ی و ن  ی  س  ت ک  اف  ی ب  ع  ض  اً م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه ح  ل ب  رای پ  ن  ج گ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای ل  ی  ک  ن اس  ت. م  ق  دور
آورد. ب  ه دس  ت آن را م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ی  ا و م  ط  ل  وب پ  ای  ه ح  اص  ل اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ح  ل و ج  داس  ازی
دی  گ  ر ت  واب  ع ی  ا و ل  ژان  در ب  س  ل، ت  واب  ع م  ان  ن  د خ  اص ت  واب  ع ب  ه م  ن  ج  ر م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ائ  ل ح  ل
و پ  ای  ه ه  ا آن اول ج  م  ل  ه چ  ن  د ت  ع  ی  ی  ن ب  ا ل  ی  ک  ن ن  ی  س  ت آس  ان ک  ل  ی  ت در آن ه  ا ع  م  وم  ی ج  م  ل  ه ت  ع  ی  ی  ن ک  ه م  ی گ  ردد
ب  ه اب  ت  دا ب  خ  ش ای  ن در م  ی آی  د. ب  ه دس  ت پ  اره ای م  س  ئ  ل  ه ب  رای خ  وب  ی ب  س  ی  ار ت  ق  ری  ب  ی ج  واب آن ه  ا ب  ردن ب  ه ک  ار
ان  ج  ام ب  ه س  ادگ  ی آن ه  ا اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ح  ل ک  ه م  ی پ  ردازی  م پ  وآس  ون م  ع  ادل  ه و لاپ  لاس م  ع  ادل  ه ب  ررس  ی

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت ص  ف  ح  ه در را لاپ  لاس م  ع  ادل  ه م  ی گ  ردد. ب  ررس  ی دی  گ  ر م  ع  ادلات س  پ  س م  ی ش  ود.

Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 = ۰

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت پ  وآس  ن م  ع  ادل  ه ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 = 𝑓۱(𝑥, 𝑦)

داری  م: ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در

𝑥 = 𝑟cos𝜃, 𝑦 = 𝑟sin𝜃, 𝑟 = (𝑥۲ +𝑦۲)
۱
۲ , tan𝜃 = 𝑦𝑥 .

، 𝑢𝑟𝜃 ، 𝑢𝜃 ، 𝑢𝑟 ب  رح  س  ب را 𝑢𝑦𝑦 و 𝑢𝑥𝑥 م  ی ب  اب  س  ت  ی ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در پ  وآس  ن م  ع  ادل  ه ن  وش  ت  ن ب  رای
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ای  ن ک  ار ان  ج  ام ب  ا ن  م  ود. س  اده س  پ  س و داد ق  رار م  ع  ادل  ه در و ک  رد م  ح  اس  ب  ه 𝑢𝑟𝑟 و 𝑢𝜃𝜃

𝑢𝑟𝑟 + ۱
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜃𝜃 = 𝑓۱(𝑟 cos𝜃, 𝑟 sin𝜃)

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ف  وق راب  ط  ه در 𝑟۲ ض  رب از

𝑟۲𝑢𝑟𝑟 + 𝑟𝑢𝑟 +𝑢𝜃𝜃 = 𝑓(𝑟,𝜃) = 𝑟۲𝑓۱(𝑟 cos𝜃, 𝑟 sin𝜃).
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اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ن  واح  ی م  س  ت  دی  ر م  ی  دان ی  ک از م  ق  ص  ود ای  ن  ج  ا در

𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏, 𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽

داری  م: زی  ر ب  رای𝜃ب  ه ص  ورت را اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه .𝛽 −𝛼 ≤ ۲𝜋 و 𝑏 <∞ ، 𝛼 ≥ ۰ آن در ک  ه

𝜃̈(𝜃) +𝜆𝜃(𝜃) = ۰

ش  رای  ط ب  ا م  رزی ش  رای  ط اگ  ر پ  س اس  ت. پ  ن  ج گ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای ب  رای اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه ه  م  ان م  ع  ادل  ه ای  ن
ب  رای م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان  ی  م آن ه  ا از ی  اب  د، ت  ط  ب  ی  ق م  ا پ  ن  ج گ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای از ی  ک  ی م  رزی

م  رزی ش  رط و ۰ ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

𝑢􏿖
𝜃=۰
= 𝑔۱(𝑟), 𝑢􏿖

𝜃=𝜋
= 𝑔۲(𝑟)

ای  ن م  ی ن  وی  س  ی  م. 𝑟 ب  رای را اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه ح  ال اس  ت. م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ن  اس  ب ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه
درم  ی آی  د: زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه

𝑟۲𝑅″(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟) + 𝜆𝑅(𝑟) = ۰

را زی  ر م  ع  ادل  ه 𝑟 = 𝑒𝑡 م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا

𝑑۲𝑅(𝑡)
𝑑𝑡۲ +𝜆𝑅(𝑡) = ۰

دام  ن  ه چ  ن  ان  چ  ه دارد. ت  ط  ب  ی  ق پ  ن  ج گ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه ب  ا م  ع  ادل  ه ای  ن دوب  اره داش  ت. خ  واه  ی  م
𝑥 = ln𝑟 دادن ق  رار از داش  ت  ه ب  اش  د، ت  ط  ب  ی  ق پ  ن  ج گ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای از ی  ک  ی ب  ا آن م  رزی ش  رای  ط و دام  ن  ه ب  ا 𝑡 = ln𝑟
و ۱ < 𝑟 < 𝑒𝑝 ب  رای م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان م  ی آی  د. ب  ه دس  ت پ  وآس  ن م  س  ئ  ل  ه ب  رای 𝑟 م  ت  غ  ی  ر م  ن  اس  ب پ  ای  ه پ  ای  ه، آن در

م  رزی ش  رای  ط
𝑢􏿖
𝑟=۱
= ℎ۱(𝜃), 𝑢𝑟􏿖

𝑟=𝑒𝑝
= ℎ۲(𝜃)

ی  ع  ن  ی 𝑥ب  ه ج  ای ln 𝑟 دادن ق  رار ب  ا ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه

􏿻sin􏿴𝑛+ ۱
۲􏿷
𝜋 ln𝑟
𝑝 􏿾

∞

𝑛=۰
اس  ت. م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ن  اس  ب
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ی  ک ب  ه و ک  ن  ی  م ح  ل م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ی  ا پ  ای  ه ب  ا را پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ی  ک اگ  ر ت  ذک  ر.
ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه آن ع  م  وم  ی ج  واب از اس  ت  ف  اده ب  ا را آن اس  ت ب  ه  ت  ر ب  رس  ی  م، ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه

ک  ن  ی  م. ح  ل

زی  ر پ  وآس  ون م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۳۰ . ۱ م  ث  ال
Δ𝑢 = ۲𝑥𝑦, ۱ < 𝑟 < 𝑒𝜋,

𝑢􏿖
𝑟=۱
= ۰, 𝑢􏿖

𝑟=𝑒𝜋
= sin۲𝜃.

ط  ول ب  ه 𝜃را دام  ن  ه ب  ای  د ب  ن  وی  س  ی  م، 𝑟 ب  رح  س  ب𝜃و را ،۴ . ۱ ش  ک  ل ی  ع  ن  ی ف  وق، م  س  ئ  ل  ه م  ی  دان ای  ن  ک  ه ب  رای ح  ل.

م  س  ت  دی  ر م  ی  دان ی  ک :۴ . ۱ ش  ک  ل

و 𝑢 چ  ون اس  ت، ه  م  گ  ن م  ت  ن  اوب 𝜃ب  رای م  رزی ش  رای  ط .−𝜋 < 𝜃 < 𝜋 م  ی گ  ی  ری  م پ  س داش  ت  ه ب  اش  ی  م. ۲𝜋
اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه م  ی  دان داخ  ل در 𝑢𝜃

𝑢􏿖
𝜃=−𝜋

= 𝑢􏿖
𝜃=𝜋

و 𝑢𝜃􏿖
𝜃=−𝜋

= 𝑢𝜃􏿖
𝜃=𝜋

𝑝 = 𝜋 ب  ا ن  م  ای  ی پ  ای  ه م  ن  اس  ب پ  ای  ه پ  س اس  ت، م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط چ  ون .𝜃ب  رای پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا :۱ ح  ل
ی  ع  ن  ی اس  ت.

􏿺𝑒𝑖𝑛𝜃􏿽
∞

𝑛=−∞
.

ب  ه ص  ورت ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در م  ع  ادل  ه ای  ن

𝑟۲𝑢𝑟𝑟 + 𝑟𝑢𝑟 +𝑢𝜃𝜃 = 𝑟۴ sin۲𝜃
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م  ی گ  ی  ری  م پ  س ن  ی  س  ت. 𝑢𝑞 ک  ردن پ  ی  دا ب  ه ن  ی  ازی پ  س اس  ت. ه  م  گ  ن ن  م  ای  ی م  رزی ش  رای  ط ب  ا

𝑢(𝑟,𝜃) =
∞
􏾜
𝑛=−∞

𝑅𝑛(𝑟)𝑒𝑖𝑛𝜃.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت  م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از

𝑟۲𝑅″𝑛 + 𝑟𝑅′𝑛 −𝑛۲𝑅𝑛 = 𝑟۴

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

۰ 𝑛 ≠ ۲,−۲
۱
۲𝑖 𝑛 = ۲

− ۱
۲𝑖 𝑛 = −۲

= 𝑟۴𝐶𝑛

از ع  ب  ارت  س  ت آن م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه اس  ت. اول  ر ک  ش  ی م  ع  ادل  ه م  ع  ادل  ه، ای  ن

𝜆۲ −𝑛۲ = ۰⇒𝜆= ±𝑛.

م  ی ش  ود: ه  م  گ  ن م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

𝑅𝑛𝑐(𝑟) = 𝐴𝑛𝑟𝑛 +𝐵𝑛𝑟−𝑛

گ  رف  ت: ن  ظ  ر در زی  ر ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان را آن م  خ  ص  وص ج  واب

𝑅𝑛𝑝(𝑟) = 𝐷𝑛𝑟۴ 𝑛 ≠ ۴

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ده  ی  د، ق  رار م  ع  ادل  ه در را آن

۱۲𝐷𝑛𝑟۴ + ۴𝐷𝑛𝑟۴ −𝑛۲𝐷𝑛𝑟۴ = 𝐶𝑛𝑟۴

،𝑛 ≠ ۴ ب  رای پ  س
𝐷𝑛 = 𝐶𝑛

۱۶−𝑛۲ .

ب  گ  ی  ری  م ب  ای  د 𝑛 = ۴ ب  رای
𝐷۴𝑝(𝑟) = 𝐷𝑛𝑟۴ ln 𝑟.

𝐷−۲و = − ۱
۲۴𝑖 𝐷۲و = ۱

۲۴𝑖 پ  س . 𝑛 ≠ ۲,−۲ ب  رای 𝐶𝑛 = ۰ و 𝐶−۲ = − ۱
۲𝑖 و 𝐶۲ = ۱

۲𝑖 ل  ی  ک  ن
خ  واه  ی  م داش  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑅را م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ت  رت  ی  ب  ب  ه ای  ن .𝑛 ≠ ۲,−۲ 𝐷𝑛ب  رای = ۰

𝑅𝑛(𝑟) = 𝐴𝑛𝑟𝑛 +𝐵𝑛𝑟−𝑛 + 𝐶𝑛
۱۶−𝑛۲𝑟

۴
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داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑢 م  س  ئ  ل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑢(𝑟,𝜃) =
∞
􏾜
𝑛=−∞

􏿴𝐴𝑛𝑟𝑛 +𝐵𝑛𝑟−𝑛 + 𝐶𝑛
۱۶−𝑛۲𝑟

۴􏿷𝑒𝑖𝑛𝜃.

آی  د. 𝐵𝑛ب  ه دس  ت 𝐴𝑛و ت  ا م  ی ک  ن  ی  م اع  م  ال را 𝑟م  رزی ش  رای  ط ح  ال

𝑢(۱,𝜃) = ۰ ⇒
∞
􏾜
𝑛=−∞

􏿴𝐴𝑛 +𝐵𝑛 + 𝐶𝑛
۱۶−𝑛۲􏿷𝑒

𝑖𝑛𝜃 = ۰

ن  ت  ی  ج  ه در

𝐴𝑛 +𝐵𝑛 + 𝐶𝑛
۱۶−𝑛۲ = ۰ (۱ . ۱)

و

𝑢(𝑒𝜋,𝜃) = sin۲𝜃
∞
􏾜
𝑛=−∞

􏿴𝐴𝑛𝑒𝑛𝜋 +𝐵𝑛𝑒−𝑛𝜋 + 𝐶𝑛
۱۶−𝑛۲𝑒

۴𝜋􏿷𝑒𝑖𝑛𝜃 = sin۲𝜃 =
∞
􏾜
𝑛=−∞

𝐶𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃

پ  س اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف 𝐶𝑛ق  ب  لاً ک  ه

𝐴𝑛𝑒𝑛𝜋 +𝐵𝑛𝑒−𝑛𝜋 + 𝐶𝑛
۱۶−𝑛۲𝑒

۴𝜋 = 𝐶𝑛. (۲ . ۱)

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت (۲ . ۱) و (۱ . ۱) م  ع  ادل  ه دو ح  ل از

𝐴𝑛 = 𝐵𝑛 = ۰ 𝑛 ≠ ۲,−۲ ب  رای

𝐴۲ = 𝐶۲
۲ sinh۲𝜋􏿮۱−

۱
۱۲(𝑒

۴𝜋 − 𝑒−۲𝜋)􏿱

𝐵۲ = − 𝐶۲
۲ sinh۲𝜋􏿮۱−

۱
۱۲(𝑒

۴𝜋 − 𝑒۲𝜋)􏿱

م  ش  اب  ه  اً
𝐴−۲ = − 𝐶−۲

۲ sinh۲𝜋􏿮۱−
۱
۱۲(𝑒

۴𝜋 − 𝑒۲𝜋)􏿱

𝐵−۲ = 𝐶−۲
۲ sinh۲𝜋􏿮۱−

۱
۱۲(𝑒

۴𝜋 − 𝑒−۲𝜋)􏿱

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑢 ع  م  وم  ی ج  واب در 𝐵𝑛 ه  ا و 𝐴𝑛 ه  ا ای  ن دادن ق  رار از
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پ  س، داری  م. 𝑝 = 𝜋 ب  رای دی  ری  ک  ه م  رزی ش  رط 𝑟 ب  رای را م  رزی ش  رای  ط .𝑟 ب  رای پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا :۲ ح  ل
داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑟 م  ت  غ  ی  ر ب  رای را م  ن  اس  ب پ  ای  ه ش  ده گ  ف  ت  ه م  ط  ال  ب ط  ب  ق

􏿺 sin(𝑛 ln𝑟)􏿽
∞

𝑛=۱
۱ < 𝑟 < 𝑒𝜋

آوری  م. ب  ه دس  ت 𝑢𝑞 ب  ای  د پ  س اس  ت. غ  ی  ره  م  گ  ن 𝑟ب  رای م  رزی ش  رای  ط

𝑢𝑞(𝑟,𝜃) = 𝐴𝑟+𝐵

م  ی ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه 𝐵را 𝐴و ح  ال

𝑢𝑞(۱,𝜃) = 𝐴+𝐵 = ۰ ⇒𝐵= −𝐴

𝑢𝑞(۱,𝜃) = 𝐴𝑒𝜋 +𝐵 = sin۲𝜃

ن  ت  ی  ج  ه در
𝐴= −𝐵 = ۱

𝑒𝜋 − ۱ sin۲𝜃

𝑢𝑞(𝑟,𝜃) = ۱
𝑒𝜋 − ۱ sin۲𝜃(𝑟 − ۱)

م  ی ش  ود: 𝑣 م  س  ئ  ل  ه .𝑢 = 𝑢𝑞 +𝑣 ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝑟۲𝑣𝑟𝑟 + 𝑟𝑣𝑟 +𝑣𝜃𝜃 = sin۲𝜃􏿮𝑟۴ − 𝑟
𝑒𝜋 − ۱ +

۴
𝑒𝜋 − ۱(𝑟 − ۱)􏿱

𝑣(۱,𝜃) = ۰, 𝑣(𝑒𝜋,𝜃) = ۰, 𝑣(𝑟,−𝜋) = 𝑣(𝑟,𝜋), 𝑣𝜃(𝑟,−𝜋) = 𝑣𝜃(𝑟,𝜋).

ب  گ  ی  ری  د

𝑣(𝑟,𝜃) =
∞
􏾜
𝑛=۱
𝑏𝑛(𝜃) sin(𝑛 ln𝑟).

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از

−𝑛۲𝑏𝑛(𝜃) + 𝑏
″
𝑛(𝜃) = 𝑐𝑛 sin۲𝜃,

ب  ه ط  وری ک  ه

𝑟۴ + ۳
𝑒𝜋 − ۱𝑟 −

۴
𝑒𝜋 − ۱ =

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑐𝑛 sin(𝑛 ln𝑟)
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و

𝑐𝑛 =
􏾙

𝑒𝜋

۱

۱
𝑟􏿴𝑟

۴ + ۳
𝑒𝜋 − ۱𝑟 −

۴
𝑒𝜋 − ۱􏿷 sin(𝑛 ln𝑟) 𝑑𝑟

􏾙
𝑒𝜋

۱

۱
𝑟 sin

۲(𝑛 ln𝑟) 𝑑𝑟
.

ب  ه دس  ت 𝑏𝑛(𝜃) م  ع  ادل  ه ح  ل از اس  ت. ان  ج  ام ق  اب  ل ب  ه س  ادگ  ی 𝑟 = 𝑒𝑡 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ای  ن ان  ت  گ  رال ه  ا م  ح  اس  ب  ه
م  ی آوری  م

𝑏𝑛(𝜃) = 𝐴𝑛 cosh𝑛𝜃+𝐵𝑛 sinh𝑛𝜃− 𝑐𝑛
𝑛۲ + ۴ sin۲𝜃.

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ع  م  وم  ی ج  واب پ  س

𝑣(𝑟,𝜃) =
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿴𝐴𝑛 cosh𝑛𝜃+𝐵𝑛 sinh𝑛𝜃− 𝑐𝑛

𝑛۲ + ۴ sin۲𝜃􏿷sin(𝑛 ln𝑟)

ع  ب  ارت 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ج  واب ی  ع  ن  ی م  ی آی  د. 𝐴𝑛ب  ه دس  ت = 𝐵𝑛 = ۰ ب  ه راح  ت  ی 𝜃 ب  رای م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا
از اس  ت

𝑣(𝑟,𝜃) =
∞
􏾜
𝑛=۱
􏿴 − 𝑐𝑛

𝑛۲ + ۴ sin۲𝜃􏿷sin(𝑛 ln𝑟)

م  ی ش  ود: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑢 م  س  ئ  ل  ه ج  واب و

𝑢(𝑟,𝜃) = 𝑢𝑞(𝑟,𝜃) + 𝑣(𝑟,𝜃)

= ۱
𝑒𝜋 − ۱ sin۲𝜃(𝑟 − ۱) −

∞
􏾜
𝑛=۱
􏿴 𝑐𝑛
𝑛۲ + ۴ sin۲𝜃􏿷sin(𝑛 ln𝑟).

ق  اب  ل ح  ل دو گ  ان  ه ف  وری  ه س  ری ب  ا پ  س اس  ت. ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ب  ا ۲ ح  ل در 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه :۳ ح  ل
م  ی گ  ی  ری  م م  ی ب  اش  د.

𝑣(𝑟,𝜃) =
∞
􏾜
𝑚=−∞

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑐𝑛𝑚𝑒𝑖𝑚𝜃 sin(𝑛 ln𝑟).
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م  ی ده  ی  م ق  رار م  ع  ادل  ه در را آن

−
∞
􏾜
𝑚=−∞

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑐𝑛𝑚(𝑛۲ +𝑚۲)𝑒𝑖𝑚𝜃 sin(𝑛 ln𝑟)

= sin۲𝜃􏿮𝑟۴ − 𝑟
𝑒𝜋 − ۱ +

۴
𝑒𝜋 − ۱(𝑟 − ۱)􏿱

=
∞
􏾜
𝑚=−∞

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑑𝑛𝑚𝑒𝑖𝑚𝜃 sin(𝑛 ln𝑟)

ب  ه ط  وری ک  ه

𝑑𝑛𝑚 = ۱
۲𝜋􏾙

𝜋

−𝜋
sin۲𝜃𝑒−𝑖𝑚𝜃 𝑑𝜃 .

∫
𝑒𝜋

۱
۱
𝑟􏿴𝑟۴ +

۳
𝑒𝜋−۱𝑟 −

۴
𝑒𝜋−۱􏿷 sin(𝑛 ln𝑟) 𝑑𝑟

∫
𝑒𝜋

۱
sin۲(𝑛 ln𝑟) 𝑑𝑟

= ۱
۲𝜋􏾙

𝜋

−𝜋
sin۲𝜃(cos𝑚𝜃− 𝑖sin𝑚𝜃) 𝑑𝜃

∫
𝜋

۰
􏿴𝑒۴𝑡 + ۳

𝑒𝜋−۱𝑒𝑡 −
۴
𝑒𝜋−۱􏿷 sin𝑛𝑡 𝑑𝑡

∫
𝜋

۰
sin۲ 𝑡 𝑑𝑡

= ۱
۲𝜋

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 𝑖۲ 𝑚= ۲
𝑖
۲ 𝑚= ۲

۰ 𝑚≠ ۲,−۲

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.
۲
𝜋􏾙

𝜋

۰
􏿴𝑒۴𝑡 + ۳

𝑒𝜋 − ۱𝑒
𝑡 − ۴
𝑒𝜋 − ۱􏿷 sin𝑛𝑡 𝑑𝑡.

اس  ت. 𝑢 = 𝑢𝑞 +𝑣ب  ه ص  ورت ،𝑢 م  س  ئ  ل  ه ج  واب ن  ت  ی  ج  ه در

م  ی ب  اش  د. م  ق  دور ه  م  ی  ش  ه ۱ ح  ل ل  ی  ک  ن اس  ت، س  اده ت  ری  ن ۳ ح  ل ت  ذک  ر.

م  ی پ  ردازی  م. ص  ف  ح  ه در ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  ررس  ی ب  ه اک  ن  ون

زی  ر ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۳۱ . ۱ م  ث  ال

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦, 𝑥۲ +𝑦۲ < 𝑝, 𝑡 > ۰,

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥۲ +𝑦۲, 𝑢􏿖
𝑥۲+𝑦۲=𝑝

= ۰.
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ای  ن در ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در ب  ای  د را م  س  ئ  ل  ه پ  س اس  ت. دای  ره م  س  ئ  ل  ه ای  ن م  ک  ان م  ی  دان ح  ل.
درم  ی آی  د: زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه م  خ  ت  ص  ات

𝑢𝑡 = 𝑢𝑟𝑟 + ۱
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜃𝜃, 𝑟 < 𝑝, 𝑡 > ۰,

𝑢(𝑟,𝜃, ۰) = 𝑟۲, 𝑢(𝑝,𝜃, 𝑡) = ۰.

ت  ن  اوب  ی ب  ه ص  ورت 𝜃 ب  رای را پ  ن  ه  ان م  رزی ش  رای  ط و م  ی ک  ن  د ت  غ  ی  ی  ر −𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 و ۰ ≤ 𝑟 ≤ 𝑝 ای  ن  ج  ا در
ی  ع  ن  ی داری  م.

𝑢􏿖
𝜃=−𝜋

= 𝑢􏿖
𝜃=𝜋
, 𝑢𝜃􏿖

𝜃=−𝜋

= 𝑢𝜃􏿖
𝜃=𝜋

.

پ  س اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه 𝑟 = ۰ در 𝑢 چ  ون ه  م  چ  ن  ی  ن

|𝑢|􏿖
𝑟=۰
<∞

م  س  ئ  ل  ه ج  واب ک  ه داش  ت ان  ت  ظ  ار م  ی ت  وان پ  س ن  ش  ده اس  ت، ظ  اه  ر 𝜃 م  س  ئ  ل  ه ای  ن داده ه  ای و ت  اب  ع ه  ا در ک  ه آن  ج  ا از
م  ی ش  ود: س  اده زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. 𝜃 از م  س  ت  ق  ل ن  ی  ز

𝑢𝑡 = 𝑢𝑟𝑟 + ۱
𝑟𝑢𝑟, 𝑟 < 𝑝, 𝑡 > ۰,

𝑢(𝑟, ۰) = 𝑟۲, 𝑢(𝑝, 𝑡) = ۰, |𝑢|􏿖
𝑟=۰
<∞

𝑢􏿖
𝜃=−𝜋

= 𝑢􏿖
𝜃=𝜋
, 𝑢𝜃􏿖

𝜃=−𝜋

= 𝑢𝜃􏿖
𝜃=𝜋

.

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑟 ب  ه م  رب  وط اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ی  ی  ن را 𝑟 ی  ع  ن  ی م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر پ  ای  ه اک  ن  ون

𝑅″ + ۱
𝑟𝑅

′ = −𝜆𝑅, ۰ ≤ 𝑟 ≤ 𝑝

𝑅(𝑝) = ۰, |𝑅(۰)| < ∞.

ب  ود: خ  واه  د زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق م  ع  ادل  ه درن  ت  ی  ج  ه،

𝑟۲𝑅″ + 𝑟𝑅′ +𝜆𝑟۲𝑅 = ۰

اس  ت: زی  ر ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه 𝜈 م  رت  ب  ه از ب  س  ل م  ع  ادل  ه ی  ع  ن  ی ب  س  ل ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ص  ف  ر م  رت  ب  ه از ب  س  ل م  ع  ادل  ه م  ع  ادل  ه، ای  ن

𝑥۲𝑦″ +𝑥𝑦′ + (𝑚۲𝑥۲ − 𝜈۲)𝑦 = ۰, 𝜆 = 𝑚۲
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اس  ت: زی  ر ع  م  وم  ی ج  واب دارای 𝑥 > ۰ ب  رای م  ع  ادل  ه ای  ن

𝑦(𝑥) = 𝐶۱𝐽𝜈(𝑚𝑥) +𝐶۲𝑌𝜈(𝑚𝑥)

و ک  ران  ه دار ت  اب  ع  ی 𝐽𝜈(𝑥) م  ی گ  وی  ن  د. 𝜈 م  رت  ب  ه از ب  س  ل ت  اب  ع 𝑌𝜈(𝑥)را و 𝜈 م  رت  ب  ه از اول ن  وع ب  س  ل ت  اب  ع را 𝐽𝜈(𝑥)
اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ب  رای م  ی ش  ود. ب  ی  ک  ران م  ب  دأ 𝑌𝜈(𝑥)در ب  س  ل ت  اب  ع اس  ت. ص  ف  ره  ا از دن  ب  ال  ه ای ب  ا ن  وس  ان  ی

اس  ت: زی  ر 𝜆ب  ه ص  ورت =𝑚۲ ب  رای ع  م  وم  ی ج  واب م  ا

𝑅(𝑟) = 𝐶۱𝐽۰(𝑚𝑟) +𝐶۲𝑌۰(𝑚𝑟)

ب  رای .𝐶۲ = ۰ ب  ای  د |𝑅(۰)| < ∞ ش  رط ب  رق  راری ب  رای پ  س اس  ت، ب  ی  ک  ران 𝑟 = ۰ در 𝑌۰(𝑚𝑟) چ  ون
𝑚𝑝ی  ک ب  ای  د ی  ا 𝐽۰(𝑚𝑝) = ۰ 𝐶۱ب  ای  د ≠ ۰ ب  رای پ  س .𝐶۱𝐽۰(𝑚𝑝) = ۰ 𝑅(𝑝)ب  ای  د = ۰ ش  رط ب  رق  راری
ب  ه ص  ورت را 𝐽۰(𝑥)ری  ش  ه ه  ای اگ  ر اس  ت. 􏸒􏸈􏸍𝑥𝑥 ن  م  ودار ش  ب  ه 𝐽۰(𝑥) ن  م  ودار ،𝑥 ≥ ۰ ب  رای ب  اش  د. 𝐽۰(𝑥) ری  ش  ه
و خ  اص م  ق  ادی  ر ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب .𝜆𝑛 = 𝛼۲𝑛

𝑝۲ =𝑚و 𝛼𝑛
𝑝 𝑚𝑝ی  ا = 𝛼𝑛 ب  ای  د ای  ن ص  ورت در ب  گ  ی  ری  م، {𝛼𝑛}∞𝑛=۰

م  ی ش  ود: ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت خ  اص ت  واب  ع

𝜆𝑛 = 𝛼
۲𝑛
𝑝۲ , 𝜙𝑛(𝑟) = 𝐽۰􏿴𝛼𝑛𝑝 𝑟􏿷, 𝑛 = ۰, ۱,۲,…

ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه [۰, 𝑝]روی 𝑓(𝑟) اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑓(𝑟) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑎𝑛𝜙𝑛(𝑟),

درای  ن ص  ورت

𝑎𝑛 =
∫
𝑝

۰
𝑟𝑓(𝑟)𝜙𝑛(𝑟) 𝑑𝑟

∫
𝑝

۰
𝑟𝜙۲𝑛(𝑟) 𝑑𝑟

.

ب  گ  ی  ری  م ب  ای  د ف  وق پ  اره ای م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای

𝑢(𝑟, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑇𝑛(𝑡) 𝐽۰(𝑘𝑛𝑟), 𝑘𝑛 ∶= 𝛼𝑛𝑝 .

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت پ  اره ای م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑇̇𝑛(𝑡) 𝐽۰(𝑘𝑛𝑟) =

∞
􏾜
𝑛=۰
𝑇𝑛(𝑡)􏿮𝐽

″
۰ (𝑘𝑛𝑟) + ۱

𝑟𝐽
′
۰ (𝑘𝑛𝑟)􏿱

=
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑇𝑛(𝑡)􏿴 − 𝑘۲𝑛 𝐽۰(𝑘𝑛𝑟)􏿷.
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اس  ت: زی  ر م  ع  ادل  ه ج  واب 𝑇𝑛(𝑡)پ  س

𝑇̇𝑛(𝑡) + 𝑘۲𝑛𝑇𝑛(𝑡) = ۰.

م  ی ب  اش  د: زی  ر ع  م  وم  ی ج  واب دارای م  ع  ادل  ه ای  ن

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛𝑒−𝑘۲𝑛𝑡

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را اول  ی  ه ش  رط ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑢(𝑟, ۰) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑇𝑛(۰) 𝐽۰(𝑘𝑛𝑟) = 𝑟۲

درن  ت  ی  ج  ه

𝑇𝑛(۰) =
∫
𝑝

۰
𝑟۳ 𝐽۰(𝑘𝑛𝑟) 𝑑𝑟

∫
𝑝

۰
𝑟 𝐽۲۰ (𝑘𝑛𝑟) 𝑑𝑟

∶= 𝑏𝑛.

م  ی آوری  م: ج  واب𝑇𝑛(𝑡)ب  ه دس  ت در آن اع  م  ال از

𝐴𝑛 = 𝑏𝑛

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ج  واب ن  ه  ای  ت  اً و

𝑢(𝑟, 𝑡) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑏𝑛 𝑒−𝑘۲𝑛𝑡 𝐽۰(𝑘𝑛𝑟).

ن  م  ی آی  د. ب  ه دس  ت خ  اص  ی 𝜆ت  اب  ع ≤ ۰ ب  رای (۱ ت  ذک  ر.

ن  ی  س  ت  ن  د. م  ن  ظ  م sin𝑥ری  ش  ه ه  ای م  ان  ن  د 𝐽۰(𝑥)ری  ش  ه ه  ای  (۲

در لاپ  لاس م  ع  ادل  ه ب  اش  د. س  ه ب  ع  دی ف  ض  ای در ک  روی م  خ  ت  ص  ات (𝑟,𝜃,𝜙) ک  ن  ی  د ف  رض .۳۲ . ۱ م  ث  ال
ی  ع  ن  ی س  ه ب  ع  دی ف  ض  ای

Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑧𝑧 = ۰
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،𝑟 > ۰ ب  ه ط  وری ک  ه 𝑧 = 𝑟cos𝜙 و 𝑦 = 𝑟sin𝜙sin𝜃 ،𝑥 = 𝑟sin𝜙cos𝜃 ب  ه ت  وج  ه ب  ا
م  ی ش  ود: زی  ر ب  ه ص  ورت ک  روی م  خ  ت  ص  ات در لاپ  لاس م  ع  ادل  ه .۰ ≤ 𝜙 ≤ 𝜋 و ۰ ≤ 𝜃 ≤ ۲𝜋

Δ𝑢 = 𝑢𝑟𝑟 + ۲
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜙𝜙 +

cot𝜙
𝑟۲ 𝑢𝜙 + ۱

𝑟۲ sin۲𝜙
𝑢𝜃𝜃 = ۰

ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در ن  ی  س  ت 𝜃واب  س  ت  ه ب  ه ک  ه زی  ر م  رزی ش  رط و 𝑟 = 𝑎 ش  ع  اع ب  ه ک  ره ای روی ب  ر را م  ع  ادل  ه ای  ن

𝑢(𝑎,𝜃,𝜙) = 𝑓(𝜙).

ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب 𝜃ب  اش  د. از م  س  ت  ق  ل ن  ی  ز م  س  ئ  ل  ه ج  واب ک  ه داش  ت ان  ت  ظ  ار م  ی ت  وان درای  ن ص  ورت
م  ی گ  ردد: س  اده زی  ر

𝑟۲𝑢𝑟𝑟 + ۲𝑟𝑢𝑟 +𝑢𝜙𝜙 + cot 𝜙𝑢𝜙 = ۰

ب  ای  د م  ب  دأ در ج  واب پ  ی  وس  ت  گ  ی ب  رای ه  م  چ  ن  ی  ن

|𝑢(۰,𝜙)| < ∞.

دارب  م: زی  ر ب  رای𝜙ب  ه ص  ورت را اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه

۱
sin𝜙

𝑑
𝑑𝜙􏿵sin𝜙

𝑑Φ
𝑑𝜙􏿸+𝜆Φ = ۰, ۰ < 𝜙 < 𝜋

درم  ی آی  د: زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق م  ع  ادل  ه ،𝜔 = cos𝜙 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا

𝑑
𝑑𝜔(۱−𝜔

۲)𝑑Φ𝑑𝜔 +𝜆Φ = ۰, −۱ < 𝜔 < ۱

ک  ران  ه دار ج  واب ف  اق  د ل  ژان  در م  ع  ادل  ه ،𝜆 ≠ 𝑛(𝑛+ ب  رای(۱ اس  ت. Φک  ران  ه دار ′ Φو ،𝜔 →±۱ ه  م  ج  ن  ی  ن
ک  ه دارد 𝑛 درج  ه از چ  ن  دج  م  ل  ه ای ج  واب ی  ک م  ع  ادل  ه ای  ن ،𝜆 = 𝑛(𝑛+ ۱) اگ  ر اس  ت. −۱ ≤ 𝜔 ≤ ۱ روی

اس  ت. ل  ژان  در چ  ن  دج  م  ل  ه  ه  م  ان 𝑃𝑛(𝜔) ای  ن  ج  ا در اس  ت. ق  اب  ل ح  ص  ول زی  ر ف  رم  ول از

𝑃𝑛(𝜔) = ۱
۲𝑛𝑛!

𝑑𝑛
𝑑𝑥𝑛 (𝜔

۲ − ۱)𝑛

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را دوم م  س  ت  ق  ل ج  واب

𝑄𝑛(𝜔) = ۱
۲𝑃𝑛(𝜔) ln

۱+𝜔
۱−𝜔



م  س  ت  دی  ر م  ی  دان روی پ  اره ای م  ع  ادلات . ۱۰ . ۱۹۷

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

Φ(𝜔) = 𝐶۱𝑃𝑛(𝜔) +𝐶۲𝑄𝑛(𝜔)

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب .𝐶۲ = ۰ ب  ای  د ،−۱ ≤ 𝜔 ≤ ۱ Φ(𝜔)روی م  ان  دن ک  ران  ه دار ب  رای

Φ𝑛(𝜔) = 𝑃𝑛(𝜔).

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت اس  ت، ن  ام  ن  ظ  م اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ی  ک ک  ه ف  وق م  س  ئ  ل  ه ب  رای را خ  اص ت  واب  ع پ  س

Φ𝑛(𝜔) = 𝑃𝑛(cos𝜙), 𝑛 = ۰, ۱,۲,…

م  ی گ  ی  ری  م درن  ظ  ر پ  ای  ه ای  ن ب  رح  س  ب را اول  ی  ه م  س  ئ  ل  ه ج  واب ح  ال

𝑢(𝑟,𝜙) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝑅𝑛(𝑟)𝑃𝑛(cos𝜙).

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت زی  ر ب  رای𝑅𝑛(𝑟)ب  ه ص  ورت را م  ع  ادل  ه لاپ  لاس، م  ع  ادل  ه در ج  واب ای  ن دادن ق  رار از

𝑅″𝑛(𝑟) + ۲𝑟𝑅′𝑛(𝑟) − 𝑛(𝑛+ ۱)𝑅𝑛(𝑟) = ۰

اس  ت: زی  ر م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ب  ا ک  وش  ی-اول  ر م  ع  ادل  ه ای  ن

𝜆۲ +𝜆−𝑛(𝑛+ ۱) = ۰ ⇒ 𝜆= 𝑛,−𝑛− ۱

پ  س
𝑅𝑛(𝑟) = 𝐴𝑛𝑟𝑛 +𝐵𝑛𝑟−𝑛−۱.

درن  ت  ی  ج  ه،
𝑢(𝑟,𝜙) =

∞
􏾜
𝑛=۰
􏿴𝐴𝑛𝑟𝑛 +𝐵𝑛𝑟−𝑛−۱􏿷𝑃𝑛(cos𝜙)

ش  رط 𝐴𝑛ه  ا ت  ع  ی  ی  ن ب  رای .𝐵𝑛 = ۰ ب  ای  د م  ب  دأ در ج  واب م  ان  دن ک  ران  ه دار ب  رای م  ی ش  ود. م  س  ئ  ل  ه ع  م  وم  ی ج  واب
م  ی ک  ن  ی  م. اع  م  ال را م  رزی

𝑢(𝑎,𝜙) =
∞
􏾜
𝑛=۰
𝐴𝑛𝑎𝑛𝑃𝑛(cos𝜙) = 𝑓(𝜙) = 𝐹(cos𝜙).
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م  ی آوری  م 𝜔ب  ه دس  ت = cos𝜙 گ  رف  ت  ن ب  ا
∞
􏾜
𝑛=۰
𝐴𝑛𝑎𝑛𝑃𝑛(𝜔) = 𝐹(𝜔) = 𝑓(cos−۱𝜔).

پ  س ع  م  ودن  د، ه  م ب  ر 𝑠(𝜔) = ۱ وزن ت  اب  ع ب  ه ن  س  ب  ت {𝑃𝑛(𝜔)}∞𝑛=۰ چ  ون

𝐴𝑛𝑎𝑛􏾙
۱

−۱
𝑃۲𝑛(𝜔) 𝑑𝜔 =􏾙

۱

−۱
𝑓(cos−۱𝜔)𝑃𝑛(𝜔) 𝑑𝜔.

درن  ت  ی  ج  ه .∫۱

−۱
𝑃۲𝑛(𝜔) 𝑑𝜔 = ۲

۲𝑛+۱ ل  ی  ک  ن

𝐴𝑛 = ۲𝑛+ ۱
۲𝑎𝑛 􏾙

۱

−۱
𝑓(cos−۱𝜔)𝑃𝑛(𝜔) 𝑑𝜔

،𝜔 = cos𝜙 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ی  ا

𝐴𝑛 = ۲𝑛+ ۱
۲𝑎𝑛 􏾙

𝜋

۰
𝑓(𝜙)𝑃𝑛(cos𝜙)sin𝜙 𝑑𝜙.

م  ی آی  د: زی  ر ب  ه دس  ت   ن  ه  ای  ی ب  ه ص  ورت ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑟,𝜙) =
∞
􏾜
𝑛=۰

۲𝑛+ ۱
۲ 􏿴𝑟𝑎􏿷

𝑛
􏿯􏾙

𝜋

۰
𝑓(𝜙)𝑃𝑛(cos𝜙)sin𝜙 𝑑𝜙􏿲𝑃𝑛(cos𝜙).

۱۲ . ۱ ت  م  ری  ن

زی  ر م  س  ائ  ل ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت

۱. 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 = 𝑥۲ +𝑦۲, 𝑥۲ +𝑦۲ < ۱, 𝑦 > ۰

𝑢􏿖
𝑥۲+𝑦۲=۱

= 𝑥𝑦, 𝑢􏿖
𝑦=۰
= 𝑥.

۲. 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 = 𝑥𝑦, ۱ < 𝑥۲ +𝑦۲ < ۲, 𝑥 > ۰

𝑢􏿖
𝑥۲+𝑦۲=۱

= 𝑥𝑦, 𝑢􏿖
𝑥۲+𝑦۲=۲

= ۱, 𝑢𝑥􏿖
𝑥=۰

= 𝑦.
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۳. 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 = 𝑥۲ − 𝑦۲, 𝑥۲ +𝑦۲ < ۱, 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰

𝑢􏿖
𝑥۲+𝑦۲=۱

= 𝑥+ 𝑦, 𝑢􏿖
𝑥=۰
= 𝑦, 𝑢𝑦􏿖

𝑦=۰

= 𝑥.

۴. 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 = (𝑥۲ +𝑦۲)𝑥𝑦, 𝑥۲ +𝑦۲ < ۱, 𝑦 > ۰

𝑢􏿖
𝑥۲+𝑦۲=۱

= ۰, 𝑢𝑦􏿖
𝑦=۰,𝑥<۰

= 𝑥, 𝑢􏿖
𝑦=۰,𝑥>۰

= 𝑥۲.

۵. 𝑢𝑟𝑟 + ۱
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜃𝜃 = 𝑟𝜃, 𝑟 < ۱, ۰ < 𝜃 < 𝜋

𝑢𝑟􏿖
𝑟=۱

= 𝜃, 𝑢􏿖
𝜃=۰
= 𝑟, 𝑢𝜃􏿖

𝜃=𝜋

= ۱.

۶. 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑧𝑧 = (𝑥۲ +𝑦۲)𝑧, 𝑥۲ +𝑦۲ < ۱, ۰ < 𝑧 < ۱

𝑢􏿖
𝑥۲+𝑦۲=۱

= 𝑥𝑦𝑧, 𝑢􏿖
𝑧=۰
= 𝑥۲ +𝑦۲, 𝑢􏿖

𝑧=۱
= ۰.

۷. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 + (𝑥۲ +𝑦۲)𝑡, 𝑥۲ +𝑦۲ < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢􏿖
𝑥۲+𝑦۲=۱

= ۲, 𝑢􏿖
𝑡=۰
= ۰, 𝑢𝑡􏿖

𝑡=۰

= 𝑥۲ +𝑦۲.

۸. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑟𝑟 + ۱
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜃𝜃, 𝑟 < ۱, ۰ < 𝜃 < 𝜋, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑟,𝜃, ۰) = 𝑟𝜃, 𝑢(۱,𝜃, 𝑡) = 𝜃𝑡, |𝑢(𝑟,𝜃, 𝑡)| < ∞,

𝑢(𝑟, ۰, 𝑡) = 𝑟𝑡, 𝑢𝜃(𝑟,𝜋, 𝑡) = 𝑟۲𝑡۲.

۹. 𝑢𝑟𝑟 + ۲
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜙𝜙 +

􏸂􏸎􏸓𝜙
𝑟۲ 𝑢𝜙 +

۱
𝑟۲ 􏸒􏸈􏸍۲𝜙

𝑢𝜃𝜃 = 𝑟𝜙,

𝑢(۱,𝜃,𝜙) = cos𝜙, 𝑟 ≤ ۱, ۰ ≤ 𝜃 ≤ ۲𝜋, ۰ ≤ 𝜙 ≤ 𝜋.



ک  ران  ه دار۱۰۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل



۲ ف  ص  ل

ب  ی  ک  ران م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات

و پ  ای  ه ه  ا در را آن ح  ل اب  زار و دادی  م ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد را ک  ران  ه دار م  ک  ان م  ی  دان روی م  س  ائ  ل گ  ذش  ت  ه ف  ص  ل در
ب  ه ای  ن اس  ت ب  ی  ک  ران م  ک  ان م  ی  دان پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل از ب  ع  ض  ی در ی  اف  ت  ی  م. ف  وری  ه ت  ب  دی  لات
ح  ل ب  رای ف  وق ال  ذک  ر اب  زاره  ای دارد. ادام  ه −∞ ∞+ی  ا ت  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ره  ای از ی  ک  ی ت  غ  ی  ی  رات دام  ن  ه ک  ه م  ع  ن  ی
ن  م  ائ  ی  م اب  داع م  ن  اس  ب  ی ح  ل روش ی  ا اب  زار م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ح  ل ب  رای ب  ای  د ل  ذا ن  ی  س  ت. م  ن  اس  ب م  ت  غ  ی  ره  ا ای  ن گ  ون  ه
م  ع  ادلات ح  ل و م  ی پ  ردازی  م ن  ام  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات م  ع  رف  ی ب  ه ۱ . ۲ ب  خ  ش در گ  ردد. م  ی  س  ر آن  ه  ا ح  ل ت  ا
ب  خ  ش در م  ی ده  ی  م. اخ  ت  ص  اص دالام  ب  ر روش ب  ه را ۲ . ۲ ب  خ  ش دی  د. خ  واه  ی  م آن از اس  ت  ف  اده ب  ا را دی  ف  ران  س  ی  ل

م  ی آی  د. دوه  ام  ل اص  ل و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ل ه  م ۴ . ۲

ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ه  ای و ت  ب  دی  لات ۱ . ۲

م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای اب  زاری ب  ه ع  ن  وان (ن  ام  ت  ن  اه  ی) ف  وری  ه ت  ب  دی  لات س  اخ  ت  ن ب  خ  ش ای  ن از ه  دف
𝑝 دادن م  ی  ل و م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از اس  ت  ف  اده ب  ا ای  ن ک  ار اس  ت. ب  ی  ک  ران م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل
را ان  ت  گ  رال ت  ب  دی  لات اس  اس  ی خ  اص  ی  ت س  ه ت  ب  دی  لات ای  ن گ  ون  ه ک  ه دی  د خ  واه  ی  م م  ی ش  ود. ان  ج  ام ب  ی  ن  ه  ای  ت ب  ه س  م  ت
اب  ت  دا در م  ی س  ازن  د. م  م  ک  ن را ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا خ  ط  ی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل و ه  س  ت  ن  د دارا

م  ی ش  ود. س  اخ  ت  ه ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل روی از ک  ه داری  م را س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ان  ت  گ  رال و ت  ب  دی  ل



ب  ی  ک  ران۱۰۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و 𝑓 ت  اب  ع ب  رای را آن م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل و ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل س  ی  ن  وس  ی: ان  ت  گ  رال و ت  ب  دی  ل
𝑓𝑝 ب  رای م  ی ده  ی  م. ن  ش  ان 𝑓𝑝(𝑥) ب  ا [۰,∞) روی را ت  اب  ع ای  ن 𝑝 > ۰ ب  رای داری  م. [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه

داری  م:

ℱ𝑠(𝑓𝑝) = ۲
𝑝􏾙

𝑝

۰
𝑓𝑝(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 = 𝐹𝑠(𝑛)

𝑓𝑝(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۱
𝐹𝑠(𝑛) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 .

ت  ب  دی  ل ف  رم  ول در را 𝐹𝑠(𝑛) اب  ت  دا ای  ن ک  ار ب  رای ده  ی  م. م  ی  ل ب  ی  ن  ه  ای  ت ب  ه س  م  ت را 𝑝 ک  ه ه  س  ت  ی  م ای  ن دن  ب  ال
ب  ه دس  ت م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل ف  رم  ول در 𝐹𝑠(𝑛) دادن ق  رار از ب  ع  د .𝑝 → س  پ  س∞+ و ج  ای  گ  زی  ن م  ع  ک  وس

م  ی آوری  م.

𝑓𝑝(𝑥) =
∞
􏾜
𝑛=۱

۲
𝑝􏿶􏾙

𝑝

۰
𝑓𝑝(𝑦) sin

𝑛𝜋𝑦
𝑝 𝑑𝑦􏿹sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝 .

ن  ش  ان 𝑦 ب  ا ای  ن ج  ا در را آن اب  ه  ام از ج  ل  وگ  ی  ری ب  رای اس  ت ف  وری  ه س  ری م  ت  غ  ی  ر از ج  دا ان  ت  گ  رال م  ت  غ  ی  ر چ  ون
م  ی ن  وی  س  ی  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را آن 𝑝→∞ ان  ج  ام ب  رای م  ی ده  ی  م.

𝑓𝑝(𝑥) = ۲
𝜋

∞
􏾜
𝑛=۱
􏿶􏾙

𝑝

۰
𝑓𝑝(𝑦) sin

𝑛𝜋𝑦
𝑝 𝑑𝑦􏿹sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝
𝜋
𝑝

داری  م: ص  ورت ای  ن در .𝜋𝑝 = Δ𝑤 ،𝑛𝜋𝑝 = 𝑤𝑛 ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝑓𝑝(𝑥) = ۲
𝜋

∞
􏾜
𝑛=۱
𝑔(𝑤𝑛, 𝑝, 𝑥)Δ𝑤.

و 𝑤𝑛اس  ت از ت  اب  ع  ی ف  ق  ط 𝑔 م  ع  ی  ن 𝑝 و 𝑥ب  رای م  ی گ  ردد. م  ح  س  وب ث  اب  ت ی  ا پ  ارام  ت  ر ی  ک ب  ه ع  ن  وان 𝑥 آن در ک  ه
اگ  ر ح  ال ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۱ . ۲ (ب  ه ش  ک  ل .𝑤𝑛 = 𝑛Δ𝑤 آن در ک  ه اس  ت، ت  ص  ور ق  اب  ل آن ب  رای زی  ر ن  م  ودار

داش  ت: خ  واه  ی  م 𝑝→∞



ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ه  ای و ت  ب  دی  لات . ۱ . ۲۱۰۳

𝑔(𝑤𝑛) ن  م  ودار :۱ . ۲ ش  ک  ل

𝑓𝑝(𝑥) → 𝑓(𝑥)

Δ𝑤→ 𝑑𝑤

𝑤𝑛→𝑤

𝑔(𝑤𝑛, 𝑝, 𝑥) → 𝑔(𝑤,𝑥)
∞
􏾜
𝑛=۱

→􏾙
∞

۰

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑓(𝑥) = ۲
𝜋􏾙

∞

۰
􏿶􏾙

∞

۰
𝑓(𝑦) sin𝑤𝑦𝑑𝑦􏿹sin𝑤𝑥𝑑𝑤.

ب  ا و گ  وی  ی  م 𝑓 ن  ام  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل 􏽯را
۲
𝜋∫

∞

۰
𝑓(𝑥) sin𝑤𝑥𝑑𝑥 ت  اب  ع س  ی  ن  وس  ی: ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ان  ت  گ  رال 􏽯را
۲
𝜋∫

∞

۰
𝐹𝑠(𝑤)sin𝑤𝑥𝑑𝑤 ه  م  چ  ن  ی  ن م  ی ده  ی  م. ن  ش  ان 𝐹𝑠(𝑤) ℱ𝑠(𝑓)ی  ا

ب  دی  ن ت  رت  ی  ب اس  ت. [۰,∞) دام  ن  ه دارای 𝐹𝑠(𝑤) ک  ن  ی  د ت  وج  ه گ  وی  ی  م. 𝑓

ℱ𝑠(𝑓) =􏽰
۲
𝜋􏾙

∞

۰
𝑓(𝑥) sin𝑤𝑥𝑑𝑥 = 𝐹𝑠(𝑤)

𝑓(𝑥) =
􏽰

۲
𝜋􏾙

∞

۰
𝐹𝑠(𝑤)sin𝑤𝑥𝑑𝑤.

م  ی گ  وی  ن  د. ن  ی  ز (ن  ام  ت  ن  اه  ی) س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل را دوم ف  رم  ول



ب  ی  ک  ران۱۰۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

داری  م. را زی  ر خ  اص  ی  ت ت  ب  دی  ل ای  ن ب  ا ارت  ب  اط در

و 𝑓(∞) = 𝑓′(∞) = ۰ و پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه [۰,∞) روی 𝑓′ و 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض .۱ . ۲ خ  اص  ی  ت
خ  اص  ی  ت س  ه ت  ب  دی  ل ای  ن ب  ه ع  لاوه اس  ت. م  وج  ود 𝑓 س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل آن گ  اه .∫∞

۰
|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 < ∞

و دارد را ان  ت  گ  رال  ی ت  ب  دی  لات اس  اس  ی

ℱ𝑠(𝑓″) = −𝑤۲ℱ𝑠(𝑓) +􏽰
۲
𝜋𝑤𝑓(۰).

اس  ت. خ  وش ت  ع  ری  ف 𝐹𝑠(𝑤) ت  اب  ع ،𝑤 ∈ [۰,∞) ه  ر ب  رای ∞∫پ  س
۰
|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 <∞ چ  ون ع  ل  ت.

ن  ام  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ه  م  ان م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل و م  ی رس  د ب  ه ارث ان  ت  گ  رال از خ  ط  ی خ  اص  ی  ت
اس  ت.

ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ح  س  ب ب  ر زوج م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل ف  ق  ط م  ت  ن  اه  ی، س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ه  م  ان  ن  د
اس  ت. ب  ی  ان ق  اب  ل ت  اب  ع خ  ود ن  ام  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی

ℱ𝑠(𝑓″) =􏽰
۲
𝜋􏾙

∞

۰
𝑓″(𝑥) sin𝑤𝑥𝑑𝑥 =

􏽰
۲
𝜋 􏿰𝑓

′(𝑥) sin𝑤𝑥􏿗
∞

۰

−􏾙
∞

۰
𝑓′(𝑥)𝑤cos𝑤𝑥𝑑𝑥􏿳 = −􏽰

۲
𝜋 􏿰𝑓(𝑥)𝑤cos𝑤𝑥􏿗

∞

۰

+􏾙
∞

۰
𝑤۲𝑓(𝑥) sin𝑤𝑥𝑑𝑥􏿳

= −𝑤۲ℱ𝑠(𝑓) +􏽰
۲
𝜋𝑓(۰)𝑤.

زی  ر ب  ه ص  ورت را ن  ام  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ش  اب  ه  اً
آوری  م. م  ی ب  ه دس  ت

ن  ام  ت  ن  اه  ی: ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐(𝑓) =􏽰
۲
𝜋􏾙

∞

۰
𝑓(𝑥) cos𝑤𝑥𝑑𝑥 = 𝐹𝑐(𝑤)

م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) =
􏽰

۲
𝜋􏾙

∞

۰
𝐹𝑐(𝑤)cos𝑤𝑥𝑑𝑤



ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ه  ای و ت  ب  دی  لات . ۱ . ۲۱۰۵

م  ش  ت  ق: ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐(𝑓″) = −𝑤۲ℱ𝑐(𝑓) −􏽰
۲
𝜋𝑓

′(۰).

م  ی گ  ردد. ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ام  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل روی از ه  م  چ  ن  ی  ن
ن  ام  ت  ن  اه  ی: ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ (𝑓) = ۱
√۲𝜋

􏾙
∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑤𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑤)

م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) = ۱
√۲𝜋

􏾙
∞

−∞
𝐹(𝑤)𝑒−𝑖𝑤𝑥 𝑑𝑤

م  ش  ت  ق: ت  ب  دی  ل

ℱ (𝑓(𝑛)) = (−𝑖𝑤)𝑛ℱ (𝑓).

𝑓′ و 𝑓 ن  ام  ت  ن  اه  ی، ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  رای ه  م و ن  ام  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  رای ه  م (۱ ت  ذک  ر.
ی  ک م  ی ب  ای  س  ت  ی آن  ه  ا ق  درم  ط  ل  ق ان  ت  گ  رال ب  ه ع  لاوه ش  ون  د. ∞±ص  ف  ر در و پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه م  ی ب  ای  س  ت  ی

ب  اش  د. ح  ق  ی  ق  ی ع  دد

ل  ذا اس  ت. ن  ام  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ف  وری  ه، ت  ب  دی  ل ی  ا ک  س  ی  ن  وس  ی ی  ا س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل از م  ق  ص  ود ه  م  ی  ش  ه (۲
ک  رد. ن  خ  واه  ی  م ذک  ر را ن  ام  ت  ن  اه  ی ک  ل  م  ه پ  س ای  ن از

ت  ب  دی  لات دارای ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا خ  ط  ی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ی  ک در درگ  ی  ر ت  واب  ع چ  ن  ان چ  ه (۳
ت  واب  ع ای  ن ب  ه ن  س  ب  ت م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  ه ع  لاوه اس  ت. ی  گ  ان  ه ج  واب دارای م  س  ئ  ل  ه آن ب  اش  د م  رب  وط ف  وری  ه

م  ی ک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر پ  ی  وس  ت  ه ب  ه ص  ورت

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر ت  اب  ع س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ان  ت  گ  رال و س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل .۱ . ۲ م  ث  ال

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

۱ ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱

۰ 𝑥 > ۱



ب  ی  ک  ران۱۰۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ح  ل.
ℱ𝑠(𝑓) =􏽰

۲
𝜋􏾙

∞

۰
𝑓(𝑥) sin𝑤𝑥𝑑𝑥 =

􏽰
۲
𝜋􏾙

۱

۰
sin𝑤𝑥𝑑𝑥

= −
􏽰

۲
𝜋
cos𝑤𝑥
𝑤 􏿗

۱

۰
=
􏽰

۲
𝜋􏿶
−cos𝑤+ ۱

𝑤 􏿹
پ  س

𝑓(𝑥) = ۲
𝜋􏾙

∞

۰

−cos𝑤+ ۱
𝑤 sin𝑤𝑥𝑑𝑤.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت 𝑥 = ۱
۲ دادن ق  رار از

𝑓( ۱۲) =
۲
𝜋􏾙

∞

۰

−cos𝑤+ ۱
𝑤 sin 𝑤۲ 𝑑𝑤 =

۲
𝜋􏾙

∞

۰

۲ sin۳ 𝑤۲
𝑤 𝑑𝑤

= ۲
𝜋􏾙

∞

۰
۲
sin۳ 𝑤۲

𝑤
۲

𝑑(𝑤۲ ) =
۴
𝜋􏾙

∞

۰

sin۳ 𝑦
𝑦 𝑑𝑦

ی  ا

􏾙
∞

۰

sin۳ 𝑦
𝑦 𝑑𝑦 = 𝜋۴ .

ان  ت  گ  رال و پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه (−∞,∞) ی  ا [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا 𝑓′ و 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض .۲ . ۲ خ  اص  ی  ت
م  رب  وط ف  وری  ه ان  ت  گ  رال و م  رب  وط ف  وری  ه ت  ب  دی  ل آن گ  اه ب  اش  د. ب  ی  ن  ه  ای  ت از ک  م  ت  ر خ  ود دام  ن  ه روی 𝑓 ق  درم  ط  ل  ق
ن  اپ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  اط در و ت  اب  ع م  ق  دار ب  راب  ر م  رب  وط ف  وری  ه ان  ت  گ  رال م  ق  دار 𝑓 پ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  اط در اس  ت. م  وج  ود

اس  ت. ت  اب  ع راس  ت ح  د و چ  پ ح  د م  ی  ان  گ  ی  ن ب  ا ب  راب  ر م  رب  وط ف  وری  ه ان  ت  گ  رال م  ق  دار

ای  ن ص  ورت در .𝑥 = ۱ ده  ی  د ق  رار ف  وق م  ث  ال س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ان  ت  گ  رال در .۲ . ۲ م  ث  ال

۰+ ۱
۲ = 𝑓(۱

+) + 𝑓(۱−)
۲ = ۲

𝜋􏾙
∞

۰

۱− cos𝑤
𝑤 sin𝑤𝑑𝑤

= ۲
𝜋 􏿰􏾙

∞

۰

sin𝑤
𝑤 𝑑𝑤−􏾙

∞

۰

cos𝑤sin𝑤
𝑤 𝑑𝑤􏿳

= ۲
𝜋 􏿰􏾙

∞

۰

sin𝑤
𝑤 𝑑𝑤− ۱

۲􏾙
∞

۰

sin۲𝑤
۲𝑤 𝑑(۲𝑤)􏿳

= ۲
𝜋
۱
۲􏾙

∞

۰

sin𝑤
𝑤 𝑑𝑤.



ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ه  ای و ت  ب  دی  لات . ۱ . ۲۱۰۷

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

􏾙
∞

۰

sin𝑥
𝑥 𝑑𝑥 = 𝜋۲ .

اس  ت. ن  اس  ره ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ک  ارب  رده  ای از ی  ک  ی (۱ ت  ذک  ر.

ف  وری  ه ت  ب  دی  ل و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل م  ان  ن  د پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل در ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ک  ارب  رد (۲
اس  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل و ح  ص  ول ق  اب  ل ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ج  واب و اس  ت م  ت  ن  اه  ی

ش  رط و ص  ف  ر ن  ق  ط  ه در دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رط و [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر ب  رای س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل از (۳
م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده م  ت  غ  ی  ر ای  ن ب  ه ن  س  ب  ت م  ع  ادل  ه در ف  رد م  ش  ت  ق ح  ض  ور ب  دون و ص  ف  ر ب  راب  ر ب  ی  ن  ه  ای  ت در م  رزی

ش  رط و ص  ف  ر ن  ق  ط  ه در ن  ی  وم  ن م  رزی ش  رط و [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر ب  رای ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل از (۴
اس  ت  ف  اده ق  اب  ل م  ت  غ  ی  ر ای  ن ب  ه ن  س  ب  ت م  ع  ادل  ه در ف  رد م  ش  ت  ق ح  ض  ور ب  دون و ص  ف  ر ب  راب  ر ب  ی  ن  ه  ای  ت در م  رزی

اس  ت.

∞±اس  ت  ف  اده در ص  ف  ر ب  راب  ر م  رزی ش  رط و (−∞,∞) دام  ن  ه ب  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر ب  رای ف  وری  ه ت  ب  دی  ل از (۵
م  ی گ  ردد.

اس  ت. م  ق  دور اس  ت  ق  را ب  ا ب  الات  ر م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل م  ح  اس  ب  ه (۶

زی  ر: م  رت  ع  ش پ  وس  ت  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۳ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 −𝑢+ 𝑒−𝑥−𝑦+𝑡, ۰ ≤ 𝑥 <∞, ۰ ≤ 𝑦 <∞, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, ۰) = 𝑒−𝑥−𝑦, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, ۰) = ۰,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑡𝑒−𝑦, 𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡𝑒−𝑥,

𝑢(∞,𝑦, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑦(𝑥,∞, 𝑡) = ۰

𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت اب  ت  دا اس  ت. م  ن  اس  ب ک  س  ی  ن  وس  ی ت  ب  دی  ل 𝑦 م  ت  غ  ی  ر ب  رای و س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل 𝑥 م  ت  غ  ی  ر ب  رای ح  ل.



ب  ی  ک  ران۱۰۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

م  ی گ  ی  ری  م. س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠(𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)) = 𝑈(𝑤,𝑦, 𝑡) = 𝑈(𝑦, 𝑡) = 𝑈

𝑈𝑡𝑡 = −𝑤۲𝑈 +
􏽰

۲
𝜋𝑤𝑡𝑒

−𝑦 +𝑈𝑦𝑦 −𝑈 + 𝑒−𝑦+𝑡
􏽰

۲
𝜋

𝑤
۱+𝑤۲

𝑈(𝑦, ۰) = 𝑒−𝑦
􏽰

۲
𝜋

𝑤
۱+𝑤۲ , 𝑈𝑡(𝑦, ۰) = ۰, 𝑈𝑦(۰, 𝑡) =􏽰

۲
𝜋

𝑤𝑡
۱+𝑤۲ .

م  ی گ  ی  ری  م. ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل 𝑦 ب  ه ن  س  ب  ت م  س  ئ  ل  ه ای  ن از ح  ال

ℱ𝑐(𝑈(𝑦, 𝑡)) =𝑊(𝑤,𝛼, 𝑡) =∶ 𝑊(𝑡) =∶ 𝑊

𝑊𝑡𝑡 = −𝑤۲𝑊 + ۲
𝜋𝑤𝑡

۱
۱+𝛼۲ −𝛼

۲𝑊 −𝑊 + ۲
𝜋𝑒

𝑡 ۱
۱+𝛼۲

𝑤
۱+𝑤۲ −

۲
𝜋

𝑤𝑡
۱+𝑤۲

𝑊(۰) = ۲
𝜋

𝑤
۱+𝑤۲

۱
۱+𝛼۲ , 𝑊𝑡(۰) = ۰.

ی  ا
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊𝑡𝑡 + (𝑤۲ +𝛼۲ + ۱)𝑊 + ۲
𝜋

𝑤
۱+𝑤۲

۱
۱+𝛼۲𝑒

𝑡 − ۲
𝜋

𝑤𝑡
۱+𝑤۲ +

۲
𝜋

𝑤𝑡
۱+𝛼۲ = ۰

𝑊(۰) = ۲
𝜋

𝑤
۱+𝑤۲

۱
۱+𝛼۲ , 𝑊𝑡(۰) = ۰

م  ی ش  ود: م  ع  ادل  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب

𝑊 =𝐴cos𝛽𝑡 +𝐵sin𝛽𝑡 +𝐶𝑒𝑡 +𝐷𝑡

آن در ک  ه
𝛽 = √۱+𝛼۲ +𝑤۲

𝐶 = ۲
𝜋

𝑤
(۱+𝛼۲ +𝑤۲)(۱+𝑤۲)(۱+𝛼۲)

𝐷 = ۲
𝜋

𝑤𝑡
۱+𝛼۲ +𝑤۲􏿵 −

۱
۱+𝑤۲ +

۱
۱+𝛼۲􏿸.

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ی  ی  ن 𝐵را 𝐴و اول  ی  ه ش  رای  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال

𝑊(۰) = 𝐴+𝐶 = ۲
𝜋

𝑤
۱+𝑤۲

۱
۱+𝛼۲ ⟹ 𝐴= ۲

𝜋
𝑤

۱+𝑤۲
۱

۱+𝛼۲ −𝐶

𝑊𝑡(۰) = 𝛽𝐵+𝐶+𝐷 = ۰ ⟹ 𝐵=− ۱𝛽􏿴𝐶+𝐷􏿷.



ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ه  ای و ت  ب  دی  لات . ۱ . ۲۱۰۹

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را ن  ه  ائ  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑡) = ۲
𝜋􏾙

∞

۰
􏾙

∞

۰
􏿶𝐴cos𝛽𝑡 +𝐵sin𝛽𝑡 +𝐶𝑒𝑡 +𝐷𝑡􏿹

⋅ sin𝑤𝑥cos𝛼𝑦𝑑𝑤𝑑𝛼.

م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع م  ب  ح  ث در ان  ت  گ  رال گ  ی  ری روش ه  ای ب  ه ن  ی  از و ن  ی  س  ت س  اده چ  ن  دان ان  ت  گ  رال ه  ا ای  ن گ  ون  ه م  ح  اس  ب  ه
م  ی پ  ذی  ری  م. ن  ه  ائ  ی ج  واب ب  ه ع  ن  وان را ج  واب ان  ت  گ  رال  ی ش  ک  ل ای  ن ک  ت  اب ای  ن در دارد.

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را 𝑎 > ۰ ،𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑎𝑥۲ ف  وری  ه ت  ب  دی  ل .۴ . ۲ م  ث  ال

ح  ل.

ℱ (𝑒−𝑎𝑥۲) = ۱
√۲𝜋

􏾙
∞

−∞
𝑒−𝑎𝑥۲𝑒𝑖𝑤𝑥 𝑑𝑥 = ۱

√۲𝜋
􏾙

∞

−∞
𝑒−𝑎(𝑥۲−

𝑖𝑤
𝑎 𝑥) 𝑑𝑥

= ۱
√۲𝜋

􏾙
∞

−∞
𝑒−𝑎(𝑥−

𝑖𝑤
۲𝑎 )

۲𝑒−
𝑤۲
۴𝑎 𝑑𝑥 = ۱

√۲𝜋
𝑒−

𝑤۲
۴𝑎 􏾙

∞

−∞
𝑒−𝑎𝑦۲ 𝑑𝑦

= ۱
√۲𝜋

𝑒−
𝑤۲
۴𝑎 􏾙

∞

−∞
𝑒−𝑧۲ ۱

√𝑎
𝑑𝑧 = ۱

√۲𝜋
۱
√𝑎
√𝜋𝑒−

𝑤۲
۴𝑎 .

داری  م: پ  س اس  ت. ش  ده ∞∫اس  ت  ف  اده
−∞
𝑒−𝑡۲ 𝑑𝑡 = √𝜋 و م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ن  ظ  ری  ه از آن در ک  ه

ℱ (𝑒−𝑎𝑥۲) = ۱
√۲𝑎

𝑒−
𝑤۲
۴𝑎 .

۱ . ۲ ت  م  ری  ن

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر ت  واب  ع ف  وری  ه ان  ت  گ  رال . ۱

𝑓(𝑥) = 𝑒−|𝑥| 𝑓(𝑥)آ) = 𝑒−|𝑥| sin𝑥 ب)



ب  ی  ک  ران۱۱۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا ت  واب  ع س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ان  ت  گ  رال . ۲

𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 sin𝑥 𝑓(𝑥)آ) = 𝑒−𝑥 cos𝑥 ب)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا ت  واب  ع ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ان  ت  گ  رال . ۳

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 𝑓(𝑥)آ) = 𝑥𝑒−𝑥 cos𝑥 ب)

زی  ر ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت . ۴

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑡𝑢, −∞ < 𝑥 <∞, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥۲, 𝑢(±∞, 𝑡) = ۰

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر ب  ع  دی ی  ک م  وج م  س  ئ  ل  ه . ۵

𝑢𝑡𝑡 −𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢 = 𝛿(𝑥 − ۱)𝛿(𝑡), 𝑡 ≥ ۰, 𝑥 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑒−𝑡, 𝑢(+∞, 𝑡) = ۰

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر ب  ع  دی دو ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه . ۶

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥𝑥𝑡 +𝑢+ 𝑒𝑡𝛿(𝑥 − ۱)𝑒−𝑦, 𝑥, 𝑦 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, ۰) = 𝑒−𝑥−𝑦۲,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑒−𝑡−𝑦, 𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑒−𝑥−𝑡,

𝑢(+∞,𝑦, 𝑡) = ۰, 𝑢(𝑥,+∞, 𝑡) = ۰

زی  ر لاپ  لاس م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت . ۷

𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑧𝑧 = 𝑥𝑒−𝑦−𝑧۲, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑦 ≥ ۰, |𝑧| < ∞

𝑢(۰, 𝑦, 𝑧) = 𝑒−𝑦۲−|𝑧|, 𝑢(۱, 𝑦, 𝑧) = ۰,

𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑧) = 𝑥𝑒−𝑧 sin𝑧, 𝑢(𝑥,+∞,𝑧) = ۰, 𝑢(𝑥, 𝑦,±∞) = ۰



دالام  ب  ر روش . ۲ . ۲۱۱۱

زی  ر ب  ع  دی دو م  رت  ع  ش روی  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت . ۸

𝑢𝑡𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 +𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 −𝑢 = 𝑦𝑒−𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑦 ≤ 𝜋,𝑥 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥,𝑦, ۰) = 𝑦𝑒−𝑥 sin𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, ۰) = ۰,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑦𝑡, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑦, 𝑡) = ۱, 𝑢(+∞,𝑦, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(+∞,𝑦, 𝑡) = ۰,

𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡𝑒−𝑥, 𝑢𝑦(𝑥,𝜋, 𝑡) = ۰

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت . ۹

𝑢𝑡𝑡 −𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢 = 𝑒𝑡−۲𝑥, 𝑥 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑒−۳𝑥,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(∞, 𝑡) = ۰

دالام  ب  ر روش ۲ . ۲
و ن  وش  ت  ه ق  ان  ون ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا دالام  ب  ر ت  وس  ط م  رت  ع  ش ت  ار م  ع  ادل  ه ن  ی  وت  ن ح  رک  ت ق  ان  ون پ  ی  دای  ش از ب  ع  د م  دت  ی
اس  ت اس  ت  ف  اده ق  اب  ل پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از خ  اص  ی ب  س  ی  ار دس  ت  ه ب  رای ف  ق  ط روش ای  ن اگ  رچ  ه ش  د. ح  ل
در م  ی ده  د. ب  ه دس  ت م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع ح  س  ب ب  ر را م  س  ئ  ل  ه ج  واب دق  ی  ق ت  ری  ن چ  ون اس  ت. روش ب  ه  ت  ری  ن ل  ی  ک  ن
در م  ی پ  ذی  رد. ان  ج  ام م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه م  ی پ  ردازی  م ح  ل روش ای  ن م  ع  رف  ی ب  ه ب  خ  ش ای  ن

م  ی آوری  م. را ن  ی  از م  ورد م  ف  اه  ی  م اب  ت  دا
ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در زی  ر ب  ه ش  ک  ل را 𝑦 و 𝑥 م  ت  غ  ی  ر دو از خ  ط  ی دوم م  رت  ب  ه پ  اره ای م  ع  ادل  ه ی  ک ک  ل  ی ص  ورت

𝐴𝑢𝑥𝑥 +𝐵𝑢𝑥𝑦 +𝐶𝑢𝑦𝑦 +𝐷𝑢𝑥 +𝐸𝑢𝑦 +𝐹𝑢 = 𝐺, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω ⊂ℝ۲ (۱ . ۲)

ان  د. 𝑦 و 𝑥 از پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی دوم ط  رف ج  م  ل  ه و ض  رای  ب آن در ک  ه
روی اگ  ر گ  وی  ی  م س  ه  م  وی را آن .Δ = 𝐵۲ − ۴𝐴𝐶 > ۰ ،Ωروی اگ  ر گ  وی  ی  م ه  ذل  ول  وی را م  ع  ادل  ه ای  ن

.Δ < ۰ ،Ωروی اگ  ر گ  وی  ی  م ب  ی  ض  وی را آن Δو = ۰ ،Ω

و ف  وق پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه را زی  ر اول م  رت  ب  ه ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  ش  خ  ص  ه: م  ع  ادل  ه



ب  ی  ک  ران۱۱۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

گ  وی  ی  م. م  ش  خ  ص  ه م  ن  ح  ن  ی ی  ک را آن ج  واب ه  ر

𝐴(𝑑𝑦𝑑𝑥)
۲ −𝐵𝑑𝑦𝑑𝑥 +𝐶 = ۰ ≠𝐴ب  اش  د ۰ اگ  ر

𝐶(𝑑𝑥𝑑𝑦)
۲ −𝐵𝑑𝑥𝑑𝑦 = ۰ 𝐶ب  اش  د ≠ ۰ =𝐴و ۰ اگ  ر

ش  ود. 𝐵ت  وج  ه از ق  ب  ل «−» ب  ه ع  لام  ت ن  ک  ت  ه.
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑑𝑦𝑑𝑥 ب  رای دوم درج  ه م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه ع  ن  وان م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل از

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵+√Δ
۲𝐴 ⟹ 𝜙(𝑥,𝑦) = 𝑐۱

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵−√Δ
۲𝐴 ⟹ 𝜓(𝑥,𝑦) = 𝑐۲

ی  ا
𝑑𝑥
𝑑𝑦 = ۰ ⟹ 𝜙(𝑥,𝑦) = 𝑐۱
𝑑𝑥
𝑑𝑦 =

𝐵
𝐶 ⟹ 𝜓(𝑥,𝑦) = 𝑐۲.

دس  ت  ه 𝜓(𝑥,𝑦)دو = 𝑐۲ 𝜙(𝑥,𝑦)و = 𝑐۱ ح  ال  ت ای  ن در اس  ت. ه  ذل  ول  وی م  ع  ادل  ه Δی  ع  ن  ی > ۰ :۱ ح  ال  ت
ب  گ  ی  ری  د: ح  ال  ت ای  ن در ی  ک  دی  گ  ران  د. از م  س  ت  ق  ل ک  ه ه  س  ت  ن  د 𝑦 و 𝑥 ص  ف  ح  ه در م  ن  ح  ی

𝜉 = 𝜙(𝑥,𝑦) , 𝜂 = 𝜓(𝑥,𝑦)

م  ی آی  د. در زی  ر ب  ه ص  ورت پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ت  ق  ل، م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر ای  ن ب  ا

𝑢𝜉𝜂 =𝐻۱(𝜉,𝜂,𝑢,𝑢𝜉, 𝑢𝜂) (۲ . ۲)

ن  م  ی ش  ود. ظ  اه  ر 𝑢𝜂𝜂 و 𝑢𝜉𝜉 م  ع  ادل  ه ای  ن در ی  ع  ن  ی
ی  ع  ن  ی: ب  اش  د. ن  ش  ده ظ  اه  ر 𝑢𝜂 و 𝑢 ی  ا 𝑢𝜉 و 𝑢 ،𝐻۱ در چ  ن  ان چ  ه

𝑢𝜉𝜂 =𝐻۱(𝜉,𝜂,𝑢𝜂) ی  ا 𝑢𝜉𝜂 =𝐻۱(𝜉,𝜂,𝑢𝜂),

اس  ت. ح  ل ق  اب  ل ع  م  وم  ی ج  واب ب  رای م  ع  ادل  ه ای  ن ح  الات ای  ن در
گ  وی  ن  د. ه  ذل  ول  وی م  ع  ادلات اوّل ن  وع ک  ان  ون  ی  ک ف  رم را (۲ . ۲) م  ع  ادل  ه
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ح  ل ع  م  وم  ی ج  واب ب  رای را آن و ب  ن  وی  س  ی  د اوّل ن  وع ک  ان  ون  ی  ک ب  ه ص  ورت را زی  ر ه  ذل  ول  وی م  ع  ادل  ه .۵ . ۲ م  ث  ال
ک  ن  ی  د.

𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 + ۹𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 +𝑢𝑦 = ۶۴(𝑦 − ۵𝑥)

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل.

(𝑑𝑦𝑑𝑥)
۲ − ۱۰𝑑𝑦𝑑𝑥 + ۹ = ۰

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = ۵±√۵۲ − ۹ = ۵± ۴ = ۹, ۱
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = ۱ ⟹ 𝑦−𝑥 = 𝑐۱
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = ۹ ⟹ 𝑦− ۹𝑥 = 𝑐۲.

پ  س:

𝜉 = 𝑦− 𝑥 , 𝜂 = 𝑦− ۹𝑥

م  ی پ  ردازی  م: ج  دی  د م  ت  غ  ی  ره  ای ح  س  ب ب  ر ن  س  ب  ی م  ش  ت  ق  ات م  ح  اس  ب  ه ب  ه ح  ال

𝑢𝑥 = 𝑢𝜉𝜉𝑥 +𝑢𝜂𝜂𝑥 = 𝑢𝜉(−۱) + 𝑢𝜂(−۹)

𝑢𝑥 = −𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂.

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉𝜉𝑦 +𝑢𝜂𝜂𝑦 = 𝑢𝜉 ⋅ ۱+𝑢𝜂 ⋅ ۱

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉 +𝑢𝜂.

𝑢𝑥𝑥 = (𝑢𝑥)𝑥 = 􏿴− 𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂􏿷𝑥 = 􏿴− 𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂􏿷𝜉𝜉𝑥 + 􏿴− 𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂􏿷𝜂𝜂𝑥

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝜉𝜉 + ۱۸𝑢𝜉𝜂 + ۸۱𝑢𝜂𝜂.

𝑢𝑥𝑦 = (𝑢𝑥)𝑦 = 􏿴− 𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂􏿷𝑦 = 􏿴− 𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂􏿷𝜉𝜉𝑦 + 􏿴− 𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂􏿷𝜂𝜂𝑦

𝑢𝑥𝑦 = −𝑢𝜉𝜉 − ۱۰𝑢𝜉𝜂 − ۹𝑢𝜂𝜂.

𝑢𝑦𝑦 = (𝑢𝑦)𝑦 = 􏿴𝑢𝜉 +𝑢𝜂􏿷𝑦 = 􏿴𝑢𝜉 +𝑢𝜂􏿷𝜉𝜉𝑦 + 􏿴𝑢𝜉 +𝑢𝜂􏿷𝜂𝜂𝑦

𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝜉𝜉 + ۲𝑢𝜉𝜂 +𝑢𝜂𝜂.



ب  ی  ک  ران۱۱۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه در ن  س  ب  ی م  ش  ت  ق  ات ای  ن دادن ق  رار از

𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 + ۹𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 +𝑢𝑦 = (۱− ۱۰+ ۹)𝑢𝜉𝜉 + (۱۸− ۱۰۰+ ۱۸)𝑢𝜉𝜂

+ (۸۱− ۹۰+ ۹)𝑢𝜂𝜂 + (−۱+ ۱)𝑢𝜉 + (−۹+ ۱)𝑢𝜂.
ه  م  چ  ن  ی  ن

۶۴(𝑦 − ۵𝑥) = ۳۲(𝜉 + 𝜂).

م  ی گ  ردد. ح  اص  ل زی  ر م  ع  ادل  ه ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

−۶۴𝑢𝜉𝜂 − ۸𝑢𝜂 = ۳۲(𝜉 + 𝜂)

ی  ا
𝑢𝜂𝜉 + ۱

۸𝑢𝜂 = −􏿵
۱
۲𝜉+

۱
۲𝜂􏿸

م  ی گ  ی  ری  م. ح  ل ب  رای دارد. را ع  م  وم  ی ج  واب ب  رای ح  ل ش  رای  ط اوّل ن  وع ک  ان  ون  ی  ک ف  رم ای  ن

𝑢𝜂 = 𝑣

م  ی ش  ود: م  ع  ادل  ه و
𝑣𝜉 + ۱

۸𝑣 = −􏿵
۱
۲𝜉+

۱
۲𝜂􏿸.

را آن ع  م  وم  ی ج  واب اس  ت. پ  ارام  ت  ر ی  ک 𝜂 آن در و 𝜉 ب  ه ن  س  ب  ت ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  ادل  ه ای  ن
اس  ت. واب  س  ت  ه 𝜂 ب  ه ع  م  وم  ی ج  واب ث  اب  ت ک  ه م  ی آوری  م ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت

𝑣(𝜉,𝜂) = 𝐶(𝜂)𝑒−
۱
۸𝜉 − ۴𝜉− ۴𝜂+ ۳۲

پ  س
𝑢𝜂 = 𝐶(𝜂)𝑒−

۱
۸𝜉 − ۴𝜉− ۴𝜂+ ۳۲.

ب  گ  ی  ری  د. ان  ت  گ  رال 𝜂 ب  ه ن  س  ب  ت ح  ال

𝑢(𝜉,𝜂) = 𝜙(𝜂)𝑒−
۱
۸𝜉 − ۴𝜉𝜂− ۲𝜂۲ +۳۲𝜂+𝜓(𝜉)

م  ی ش  ود: 𝑦 و 𝑥ح  س  ب ب  ر ن  ه  ائ  ی ج  واب ه  س  ت  ن  د. اخ  ت  ی  اری 𝜓ت  واب  ع  ی 𝜙و آن در ک  ه

𝑢(𝑥,𝑦) = 𝜙(𝑦−۹𝑥)𝑒−
𝑥−𝑦
۸ +۴(𝑦−𝑥)(𝑦− ۹𝑥)+ ۲(𝑦−۹𝑥)۲−۳۲(𝑦−۹𝑥)+𝜓(𝑦−𝑥)

اس  ت. ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل م  س  ئ  ل  ه ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا اخ  ت  ی  اری ت  واب  ع
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ب  ه ص  ورت (۲ . ۲) م  ع  ادل  ه 𝛽 = ۱
۲(𝜉 − 𝜂) و 𝛼 = ۱

۲(𝜉 + 𝜂) م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ت  ذک  ر.
ه  ذل  ول  وی م  ع  ادلات دوم ن  وع ک  ان  ون  ی  ک ف  رم را آن ک  ه م  ی آی  د در 𝑢𝛼𝛼 − 𝑢𝛽𝛽 = 𝐻۲(𝛼,𝛽,𝑢𝛼, 𝑢𝛽, 𝑢)

م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده ن  ظ  ری ب  ح  ث ه  ای در ف  رم ای  ن از گ  وی  ن  د.

در زی  ر م  ع  ادل  ه ت  ک ب  ه ص  ورت م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ال  ت ای  ن در اس  ت. س  ه  م  وی م  ع  ادل  ه Δی  ا = ۰ :۲ ح  ال  ت
م  ی آی  د.

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵
۲𝐴 ⟹ 𝜙(𝑥,𝑦) = 𝑐۱

داش  ت. م  ی ت  وان زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ت  غ  ی  ره  ا ت  غ  ی  ی  ر ح  ال  ت ای  ن در

𝜉 = 𝜙(𝑥,𝑦) , 𝜂 = 𝑥 (𝜙 از م  س  ت  ق  ل ت  اب  ع ه  ر (ی  ا

م  ی ش  ود: (۱ . ۲) م  ع  ادل  ه م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ای  ن ب  ا

𝑢𝜂𝜂 =𝐻۳(𝜉,𝜂,𝑢𝜉, 𝑢𝜂, 𝑢). (۳ . ۲)

را م  ع  ادل  ه ای  ن اس  ت. ح  ل ق  اب  ل ع  م  وم  ی ج  واب ب  رای م  ع  ادل  ه ای  ن ن  ش  ود ظ  اه  ر 𝑢𝜉 𝐻۳م  ش  ت  ق در چ  ن  ان چ  ه
گ  وی  ن  د. س  ه  م  وی م  ع  ادل  ه ک  ان  ون  ی  ک ص  ورت

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر س  ه  م  وی م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب .۶ . ۲ م  ث  ال

𝑢𝑥𝑥 − ۲𝑢𝑥𝑦 +𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 −𝑢𝑦 +𝑢 = 𝑦+ ۲𝑥

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل.

(𝑑𝑦𝑑𝑥)
۲ + ۲𝑑𝑦𝑑𝑥 + ۱ = ۰

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = −۱±√۱

۲ − ۱ = −۱ ⟹ 𝑦+𝑥 = 𝑐۱

𝜉 = 𝑦+ 𝑥 , 𝜂 = 𝑥.



ب  ی  ک  ران۱۱۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

م  ی پ  ردازی  م. ن  س  ب  ی م  ش  ت  ق  ات م  ح  اس  ب  ه ب  ه ح  ال

𝑢𝑥 = 𝑢𝜉𝜉𝑥 +𝑢𝜂𝜂𝑥 = 𝑢𝜉 ⋅ ۱+𝑢𝜂 ⋅ ۱

𝑢𝑥 = 𝑢𝜉 +𝑢𝜂.

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉𝜉𝑦 +𝑢𝜂𝜂𝑦 = 𝑢𝜉 ⋅ ۱+𝑢𝜂 ⋅ ۰

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉.

𝑢𝑥𝑥 = (𝑢𝑥)𝑥 = 􏿴𝑢𝜉 +𝑢𝜂􏿷𝑥 = 􏿴𝑢𝜉 +𝑢𝜂􏿷𝜉𝜉𝑥 + 􏿴𝑢𝜉 +𝑢𝜂􏿷𝜂𝜂𝑥

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝜉𝜉 + ۲𝑢𝜉𝜂 +𝑢𝜂𝜂.

𝑢𝑥𝑦 = (𝑢𝑥)𝑦 = 􏿴𝑢𝜉 +𝑢𝜂􏿷𝑦 = 􏿴𝑢𝜉 +𝑢𝜂􏿷𝜉𝜉𝑦 + 􏿴𝑢𝜉 +𝑢𝜂􏿷𝜂𝜂𝑦

𝑢𝑥𝑦 = 𝑢𝜉𝜉 +𝑢𝜉𝜂.

𝑢𝑦𝑦 = (𝑢𝑦)𝑦 = 􏿴𝑢𝜉􏿷𝑦 = 􏿴𝑢𝜉􏿷𝜉𝜉𝑦 + 􏿴𝑢𝜉􏿷𝜂𝜂𝑦

𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝜉𝜉.

م  ی گ  ردد. ح  اص  ل زی  ر م  ع  ادل  ه ف  وق، م  ع  ادل  ه در م  ش  ت  ق  ات ای  ن دادن ق  رار از

(۱− ۲+ ۱)𝑢𝜉𝜉 + (۲− ۲)𝑢𝜉𝜂 + (۱+ ۰+ ۰)𝑢𝜂𝜂 + (۱− ۱)𝑢𝜉 +𝑢𝜂 +𝑢 = 𝜉+𝜂

ی  ا
𝑢𝜂𝜂 +𝑢𝜂 +𝑢 = 𝜉+𝜂.

زی  ر ب  ه ص  ورت اس  ت ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا دوم م  رت  ب  ه خ  ط  ی ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ک  ه م  ع  ادل  ه ای  ن ح  ل ب  رای
م  ی ک  ن  ی  م. ع  م  ل

𝑟۲ + 𝑟+ ۱ = ۰ ⟹ 𝑟= −۱±√۱− ۴۲ = − ۱۲ ±
√۳
۲

𝑢(𝜉,𝜂) = 𝑒−
۱
۲𝜂 􏿰𝜙(𝜉)cos √

۳
۲ 𝜂+𝜓(𝜂) sin

√۳
۲ 𝜂􏿳

𝑢(𝑥,𝑦) = 𝑒−
۱
۲𝑥 􏿰𝜙(𝑥+ 𝑦)cos √

۳
۲ 𝑥+𝜓(𝑥) sin

√۳
۲ 𝑥􏿳

اس  ت. ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل م  ع  ادل  ه ه  م  راه ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا و ه  س  ت  ن  د اخ  ت  ی  اری 𝜓ت  واب  ع 𝜙و
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اس  ت. ب  ی  ض  وی ن  وع از م  ع  ادل  ه Δی  ا < ۰ :۳ ح  ال  ت
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل از ح  ال  ت ای  ن در

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵+ 𝑖√−Δ
۲𝐴 ⟹ 𝜙(𝑥,𝑦) = 𝑐۱

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵− 𝑖√−Δ
۲𝐴 ⟹ 𝜓(𝑥,𝑦) = 𝑐۲

ت  اب  ع م  ش  ت  ق پ  س ان  د. م  خ  ت  ل  ط 𝜂 = 𝜓(𝑥,𝑦) و 𝜉 = 𝜙(𝑥,𝑦) ی  ع  ن  ی ج  دی  د م  ت  غ  ی  ره  ای ای  ن ص  ورت در
ک  ه م  ی گ  ی  ری  م زی  ر ب  ه ص  ورت را ج  دی  د م  ت  غ  ی  ره  ای م  ش  ک  ل ای  ن رف  ع ب  رای ن  دارد. م  ع  ن  ی آن  ه  ا ب  ه ن  س  ب  ت ح  ق  ی  ق  ی

ه  س  ت  ن  د. ح  ق  ی  ق  ی
𝛼 = ۱

۲(𝜉 + 𝜂) , 𝛽 = ۱
۲𝑖(𝜉 − 𝜂)

م  ی آی  د. در زی  ر ب  ه ص  ورت (۱ . ۲) م  ع  ادل  ه م  ت  غ  ی  ره  ا ای  ن ح  س  ب ب  ر

𝑢𝛼𝛼 +𝑢𝛽𝛽 =𝐻۴(𝛼,𝛽,𝑢𝛼, 𝑢𝛽, 𝑢)

م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده ن  ظ  ری ب  ح  ث ه  ای در ف  رم ای  ن از گ  وی  ن  د. ب  ی  ض  وی م  ع  ادلات ک  ان  ون  ی  ک ف  رم را م  ع  ادل  ه ای  ن

اس  ت. ه  ذل  ول  وی ن  وع از ب  ع  دی ی  ک م  وج (۱ ت  ذک  ر.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑐۲𝑢𝑥𝑥

اس  ت. س  ه  م  وی ن  وع از ب  ع  دی ی  ک ح  رارت م  ع  ادل  ه (۲

𝑢𝑡 = 𝑐۲𝑢𝑥𝑥

اس  ت. ب  ی  ض  وی ن  وع از ب  ع  دی دو لاپ  لاس م  ع  ادل  ه (۳

𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 = ۰

اس  ت. ه  م  راه زی  ر ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط دو از ی  ک  ی ب  ا ه  ذل  ول  وی م  ع  ادلات م  ع  م  ولاً ت  ذک  ر.
ای  ن م  ی ش  ود. داده 𝑦 = 𝑦۰ ی  ا 𝑥 = 𝑥۰ ب  رای 𝑦 ی  ا 𝑥 م  ت  غ  ی  ر دو از ی  ک  ی ب  رای آن م  ش  ت  ق و م  ج  ه  ول ت  اب  ع (۱
ن  س  ب  ت ک  ش  ی ش  رای  ط گ  وی  ن  د. ک  ش  ی م  س  ئ  ل  ه را ش  رای  ط ای  ن ب  ا ه  م  راه م  ع  ادل  ه و ک  ش  ی ش  رای  ط را ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط

گ  وی  ن  د. اول  ی  ه ش  رای  ط را زم  ان ب  ه



ب  ی  ک  ران۱۱۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

داده دی  گ  ر ص  ع  ودی م  ن  ح  ن  ی ی  ک روی ه  م  چ  ن  ی  ن و م  ش  خ  ص  ه م  ن  ح  ن  ی ه  ای از ی  ک  ی روی م  ج  ه  ول ت  اب  ع م  ق  دار (۲
گ  وی  ن  د. گ  ورس  ا م  س  ئ  ل  ه را ش  رای  ط ای  ن ب  ا ه  م  راه م  ع  ادل  ه و گ  ورس  ا ش  رای  ط را ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط ای  ن م  ی ش  ود.

زی  ر ک  ش  ی م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۷ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 + ۹𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 +𝑢𝑦 = ۶۴(𝑦 − ۵𝑥), −∞ < 𝑥 <∞, 𝑦 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥

آوردی  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را ع  م  وم  ی ج  واب ب  خ  ش ای  ن ۵ . ۲ م  ث  ال در

𝑢(𝑥,𝑦) = 𝜙(𝑦−۹𝑥)𝑒−
𝑥−𝑦
۸ +۴(𝑦−𝑥)(𝑦−۹𝑥)+۲(𝑦−۹𝑥)۲−۳۲(𝑦−۹𝑥)+𝜓(𝑦−𝑥).

ک  ن  ی  م. اع  م  ال را ک  ش  ی ش  رای  ط ح  ال

𝑢(𝑥, ۰) = 𝜙(−۹𝑥)𝑒−
۱
۸𝑥 +۳۶𝑥۲ + ۱۶۲𝑥۲ + ۲۸۸𝑥+𝜓(−𝑥) = 𝑥۲

𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝜙′(−۹𝑥)𝑒−
۱
۸𝑥 + ۱

۸𝜙(−۹𝑥)𝑒
− ۱
۸𝑥 − ۴۰𝑥 − ۳۶𝑥 − ۳۲+𝜓′(−𝑥) = 𝑥

ب  ا م  ی ک  ن  ی  م. ح  ذف م  ع  ادل  ه دو ب  ی  ن 𝜓را ای  ن ک  ار ب  رای ک  ن  ی  م. 𝜓ح  ل 𝜙و ب  رای م  ی ب  ای  س  ت  ی را م  ع  ادل  ه دو ای  ن
م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت دوم م  ع  ادل  ه ب  ا آن ج  م  ع و 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت اوّل م  ع  ادل  ه از م  ش  ت  ق گ  ی  ری

−۸𝜙′(−۹𝑥)𝑒−
۱
۸𝑥 = ۳۲۰𝑥+ ۲۵۶− ۳𝑥

ی  ا
𝜙′(−۹𝑥) = 􏿵 − ۳۱۷

۸ 𝑥 − ۳۲􏿸 𝑒
۱
۸𝑥

ی  ا
𝜙′(𝜂) = 􏿵۳۱۷۷۲ 𝜂− ۳۲􏿸 𝑒

− ۱
۷۲𝜂

ی  ا
𝜙(𝜂) =􏾙􏿵۳۱۷۷۲ 𝜂− ۳۲􏿸 𝑒

− ۱
۷۲𝜂 𝑑𝜂 = 􏿵۳۱۷۷۲ 𝜂− ۳۲􏿸(−۷۲) 𝑒

− ۱
۷۲𝜂

+􏾙۳۱۷𝑒−
۱
۷۲𝜂 𝑑𝜂 = (−۳۱۷𝜂+ ۱۹۸۷) 𝑒−

۱
۷۲𝜂 +𝐴.

𝜙(𝜂) = (−۳۱۷𝜂+ ۱۹۸۷) 𝑒−
۱
۷۲𝜂 +𝐴

𝜓(𝜉) = −۱۹۷𝜉۲ − ۲۸۸𝜉−𝜙(−۹𝜉)𝑒
۱
۴𝜉 −𝐴𝑒

۱
۸𝜉

𝜓(𝜉) = (−۲۸۵۳𝜉+ ۱۹۸۷)𝑒
۱
۴𝜉 − ۱۹۷𝜉۲ − ۲۸۸𝜉+𝐴𝑒

۱
۸𝜉.
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م  ی ش  ود. ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ه  ائ  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥,𝑦) = 􏿼􏿵 − ۳۱۷(𝑦 − ۹𝑥) + ۱۹۸۷􏿸 𝑒−
۱
۷۲ (𝑦−۹𝑥) +𝐴􏿿𝑒−

۱
۸ (𝑥−𝑦)

+ ۴(𝑦 − 𝑥)(𝑦 − ۹𝑥) + ۲(𝑦 − ۹𝑥)۲ − ۳۲(𝑦 − ۹𝑥) + 􏿰􏿵 − ۲۸۵۳(𝑦 − 𝑥)

+ ۱۹۸۷􏿸 𝑒
۱
۴ (𝑦−𝑥) − ۱۹۷(𝑦 − 𝑥)۲ − ۲۸۸(𝑦 − 𝑥) −𝐴𝑒

۱
۸ (𝑦−𝑥)􏿳.

زی  ر گ  ورس  ای م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۸ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 −𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 −𝑢𝑦 = 𝑦− 𝑥

𝑢(𝑥,𝑦) = ۲𝑥, 𝑦 − 𝑥 = ۰ روی

𝑢(𝑥,𝑦) = ۱
۲𝑥۲, 𝑦 = ۲𝑥روی

.𝑑𝑦𝑑𝑥 = ±۱ ی  ا (𝑑𝑦𝑑𝑥)۲ − ۱ = ۰ از اس  ت ع  ب  ارت م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل.

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = ۱ ⟹ 𝑦−𝑥 = 𝑐۱
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = −۱ ⟹ 𝑦+𝑥 = 𝑐۲

پ  س

𝜉 = 𝑦− 𝑥 , 𝜂 = 𝑦+ 𝑥

ن  ت  ی  ج  ه در

𝑢𝑥 = −𝑢𝜉 +𝑢𝜂.

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉 +𝑢𝜂.

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝜉𝜉 − ۲𝑢𝜉𝜂 +𝑢𝜂𝜂.

𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝜉𝜉 + ۲𝑢𝜉𝜂 +𝑢𝜂𝜂.



ب  ی  ک  ران۱۲۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه در آن  ه  ا دادن ق  رار از

− ۴𝑢𝜉𝜂 − ۲𝑢𝜉 = 𝜉

𝑢𝜉𝜂 + ۱
۲𝑢𝜉 = −

۱
۴𝜉.

𝑢𝜉 = 𝑣, 𝑣𝜂 + ۱
۲𝑣 = −

۱
۴𝜉

𝑣 = 𝐶(𝜉)𝑒−
۱
۲𝜂 − ۱

۲𝜉, 𝑢𝜉 = 𝐶(𝜉)𝑒−
۱
۲𝜂 − ۱

۲𝜉

𝑢(𝜉,𝜂) = 𝜙(𝜉)𝑒−
۱
۲𝜂 − ۱

۲𝜉𝜂+𝜓(𝜂).
ی  ا

𝑢(𝑥,𝑦) = 𝜙(𝑦 − 𝑥)𝑒−
۱
۲ (𝑦+𝑥) − ۱

۲(𝑦
۲ − 𝑥۲) +𝜓(𝑦+ 𝑥).

ک  ن  ی  م. اع  م  ال را گ  ورس  ا ش  رای  ط ح  ال

𝑢(𝑥,𝑥) = 𝜙(۰)𝑒−𝑥 + ۴𝜓(۲𝑥) = ۲𝑥

𝑢(𝑥,۲𝑥) = 𝜙(𝑥)𝑒−
۳
۲ 𝑥 − ۳

۲𝑥
۲ +𝜓(۳𝑥) = ۱

۲𝑥
۲

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت اوّل م  ع  ادل  ه از

𝜓(𝜂) = 𝜂−𝜙(۰)𝑒−
۱
۲𝜂

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت دوم م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از

𝜙(𝜉) = 􏿵۲𝜉۲ + ۳
۲𝜉+𝜙(۰)𝑒

−۳
۲𝜉􏿸𝑒

۳
۲𝜉

ی  ا
𝜙(𝜉) = 􏿵۲𝜉۲ + ۳

۲𝜉􏿸𝑒
۳
۲𝜉 +𝜙(۰).

ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥,𝑦) = 􏿯۲(𝑦 − 𝑥)۲ + ۳
۲ (𝑦 − 𝑥)􏿲 𝑒

۳
۲ (𝑦−𝑥)𝑒−

۱
۲ (𝑦+𝑥) +𝜙(۰)𝑒−

۱
۲ (𝑦−𝑥)

− ۱
۲(𝑦

۲ − 𝑥۲) + (𝑦 + 𝑥) −𝜙(۰)𝑒−
۱
۲ (𝑦+𝑥)

ی  ا
𝑢(𝑥,𝑦) = 􏿯۲(𝑦 − 𝑥)۲ + ۳

۲ (𝑦 − 𝑥)􏿲 𝑒
𝑦−۲𝑥 + ۱

۲(𝑦
۲ − 𝑥۲) + (𝑦 + 𝑥).
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زی  ر اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۹ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 − 𝑐۲𝑢𝑥𝑥 = ۰, 𝑡 ≥ ۰, −∞ < 𝑥 <∞

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑓(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑔(𝑥)

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل.
(𝑑𝑥𝑑𝑡 )

۲ − 𝑐۲ = ۰ ⟹ 𝑑𝑥
𝑑𝑡 = ±𝑐

پ  س
𝑥 − 𝑐𝑡 = 𝑐۱ , 𝑥 + 𝑐𝑡 = 𝑐۲

و
𝜉 = 𝑥− 𝑐𝑡 , 𝜂 = 𝑥+ 𝑐𝑡.

ن  ت  ی  ج  ه در
𝑢𝑥 = 𝑢𝜉 +𝑢𝜂.

𝑢𝑡 = 𝑐(𝑢𝜂 −𝑢𝜉).

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝜉𝜉 + ۲𝑢𝜉𝜂 +𝑢𝜂𝜂.

𝑢𝑡𝑡 = 𝑐۲(𝑢𝜉𝜉 − ۲𝑢𝜉𝜂 +𝑢𝜂𝜂).
م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه در آن  ه  ا دادن ق  رار از

−۴𝑐۲𝑢𝜉𝜂 = ۰ ⟹ 𝑢𝜉𝜂 = ۰

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب

𝑢(𝜉,𝜂) = 𝜙(𝜉) +𝜓(𝜂)

ی  ا
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜙(𝑥 − 𝑐𝑡) +𝜓(𝑥+ 𝑐𝑡).

ک  ن  ی  م. اع  م  ال را اول  ی  ه ش  رای  ط ح  ال

𝑢(𝑥, ۰) = 𝜙(𝑥) +𝜓(𝑥) = 𝑓(𝑥)

𝑢𝑡(𝑥, ۰) = −𝑐𝜙′(𝑥) + 𝑐𝜓′(𝑥) = 𝑔(𝑥).



ب  ی  ک  ران۱۲۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت دوم م  ع  ادل  ه از ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  ا

𝜙(𝑥) −𝜓(𝑥) = − ۱𝑐􏾙
𝑥

۰
𝑔(𝑠)𝑑𝑠 +𝐴.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ف  وق دس  ت  گ  اه اوّل م  ع  ادل  ه و م  ع  ادل  ه ای  ن ح  ل از

𝜙(𝑥) = ۱
۲𝑓(𝑥) −

۱
۲𝑐􏾙

𝑥

۰
𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − 𝐴۲

𝜓(𝑥) = ۱
۲𝑓(𝑥) +

۱
۲𝑐􏾙

𝑥

۰
𝑔(𝑠)𝑑𝑠 + 𝐴۲ .

م  ی گ  ردد. ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ه  ائ  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱
۲􏿯𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡)􏿲 +

۱
۲𝑐􏾙

𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑔(𝑠)𝑑𝑠.

اس  ت. م  ع  روف م  وج م  ع  ادل  ه دالام  ب  ر ج  واب ب  ه ج  واب ای  ن (۱ ت  ذک  ر.

ک  ارای  ی ب  ع  دی ی  ک م  وج م  ع  ادل  ه ی  ا ه  ذل  ول  وی م  ع  ادلات ب  رای ف  ق  ط ش  د ارائ  ه ب  خ  ش ای  ن در ک  ه دالام  ب  ر روش (۲
ن  ی  س  ت. م  ف  ی  د ب  ی  ش  ت  ر ی  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دو ح  اوی م  ع  ادلات ی  ا لاپ  لاس و ح  رارت م  ع  ادل  ه ح  ل و دارد خ  وب

اس  ت. ف  رد 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت 𝑢(𝑥, 𝑡)ای  ن ص  ورت در ب  اش  د ف  رد 𝑔 و 𝑓 اگ  ر (۳

اس  ت. زوج 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت 𝑢(𝑥, 𝑡)ای  ن ص  ورت در ب  اش  د زوج 𝑔 و 𝑓 اگ  ر (۴

۲ . ۲ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ت  ع  ی  ی  ن اس  ت ب  ی  ض  وی ی  ا و س  ه  م  وی ه  ذل  ول  وی، ن  وع از آن  ه  ا در زی  ر م  ع  ادلات از ی  ک ه  ر ک  ه ن  اح  ی  ه ه  ای  ی . ۱

𝑢𝑥𝑥 +𝑦𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 −𝑢 = 𝑥 آ)

𝑥۲𝑢𝑥𝑥 +𝑦۲𝑢𝑥𝑦 −𝑢𝑦𝑦 +𝑥𝑢 = 𝑦۲ ب)

𝑢𝑥𝑥 +𝑥𝑦𝑢𝑥𝑦 +𝑢𝑦𝑦 +𝑢 = 𝑥۲ ج)

𝑢𝑥𝑥 − 𝑦𝑢𝑥𝑦 +𝑦𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 +𝑢 = 𝑥 د)
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ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر م  ع  ادلات از ی  ک ه  ر م  ش  خ  ص  ه م  ن  ح  ن  ی ه  ای . ۲

𝑢𝑥𝑦 + ۲𝑢𝑦𝑦 + ۴𝑢𝑥 − ۵𝑢𝑦 +𝑢 = 𝑒𝑥 آ)

𝑢𝑥𝑥 − ۲𝑢𝑥𝑦 +𝑢𝑦𝑦 − ۳𝑢 = 𝑥𝑦 ب)

𝑢𝑦𝑦 −𝑢𝑥𝑦 +𝑢𝑥 − ۲𝑢𝑦 = 𝑒𝑥+𝑦 ج)

𝑢𝑥𝑦 +𝑢𝑥 + ۲𝑢𝑦 +𝑢 = 𝑥− 𝑦 د)

آوری  د. در ک  ان  ون  ی  ک ب  ه ش  ک  ل را م  ع  ادلات از ی  ک ه  ر . ۳

.𝑢𝑥𝑥 − 𝑥۲𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 −𝑢𝑦 +𝑢 = 𝑥𝑦 آ)

.𝑦𝑢𝑥𝑥 − 𝑦𝑢𝑦𝑦 − ۲𝑢𝑦 +𝑢𝑥 = 𝑥− 𝑦 ب)

.𝑥۲𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑥𝑦𝑢𝑥𝑦 +𝑦۲𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 −𝑢 = 𝑥۲ ج)

.𝑒𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝑒𝑦𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 +𝑢 = 𝑥𝑒𝑥 د)

زی  ر ک  ش  ی م  س  ائ  ل ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت . ۴

(آ

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 + ۹𝑢𝑦𝑦 = 𝑥− 𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥

(ب

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

۴𝑢𝑥𝑥 + ۵𝑢𝑥𝑦 +𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 +𝑢𝑦 = ۲𝑥+ 𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥۴

(ج

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

۳𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 +۳𝑢𝑦𝑦 = ۲𝑥 − ۳𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥

(د

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 − ۳𝑢𝑥𝑦 + ۲𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 −𝑢𝑦 = 𝑥𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = ۱

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر گ  ورس  ا م  س  ائ  ل . ۵



ب  ی  ک  ران۱۲۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

(آ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 −𝑢𝑦𝑦 = 𝑥𝑦,

𝑢(𝑥,𝑦) = −𝑦۲, 𝑦 + 𝑥 = ۰ روی

𝑢(𝑥,𝑦) = 𝑥۲, 𝑦 = 𝑥روی

(ب

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 +۳𝑢𝑥𝑦 + ۲𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 −𝑢𝑦 = 𝑥𝑦,

𝑢(𝑥,𝑦) = 𝑥 − 𝑦, 𝑦 + 𝑥 = ۰ روی

𝑢(𝑥,𝑦) = −۲𝑥 − 𝑦, 𝑦 = 𝑥۳ روی

دالام  ب  ر روش و ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش ب  ر م  روری ۳ . ۲
ن  م  ودی  م. ارائ  ه ب  ی  ک  ران م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ب  رای روش دو ف  ص  ل ای  ن ب  خ  ش دو در

(ن  ام  ت  ن  اه  ی) ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش . ۱

دالام  ب  ر روش . ۲

از ی  ک ه  ر ب  ک  ارگ  ی  ری م  ورد در ب  ح  ث ب  ه ای  ن  ک  ه از ق  ب  ل داش  ت. خ  واه  ی  م آن ه  ا ب  ک  ارگ  ی  ری ب  ر م  روری ب  خ  ش ای  ن در
م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان را آن ه  ا اس  اس  ی ت  ف  اوت ای  ن  ج  ا در ب  پ  ردازی  م، ک  ام  ل ج  زی  ی  ات ب  ا روش دو ای  ن

ای  ن  ک  ه ب  ر م  ش  روط اس  ت اع  م  ال ق  اب  ل پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ن  وع س  ه ه  ر ب  رای ف  وری  ه ت  ب  دلات روش
ج  واب ت  ب  دی  ل روی از ن  ه  ای  ی ج  واب ت  ع  ی  ی  ن و ان  ت  ه  ای  ی م  ح  اس  ب  ه ل  ی  ک  ن ب  اش  د م  س  ئ  ل  ه در آن از اس  ت  ف  اده ش  رای  ط
ه  ذل  ول  وی م  ع  ادلات ی  ع  ن  ی پ  اره ای م  ع  ادلات از خ  اص  ی دس  ت  ه ب  رای ف  ق  ط دالام  ب  ر روش ن  ی  س  ت. س  اده چ  ن  دان

اس  ت. م  ق  دم  ات  ی ن  ی  ز م  ح  اس  ب  ات و آس  ان ت  ر آن ب  ک  ارگ  ی  ری ل  ی  ک  ن اس  ت اع  م  ال ق  اب  ل

زی  ر اول  ی  ه ن  ک  ت  ه دو ب  ه روش ای  ن اع  م  ال م  ق  دم  ات  ی ت  ش  خ  ی  ص ب  رای (ن  ام  ت  ن  اه  ی): ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ب  ا ح  ل روش
ک  ن  ی  د: ت  وج  ه

ب  ی  ک  ران ب  ای  د ک  ن  ی  م اع  م  ال را (ن  ام  ت  ن  اه  ی) ف  وری  ه ت  ب  دی  لات آن ب  رای م  ی خ  واه  ی  م ک  ه م  ت  غ  ی  ری دام  ن  ه . ۱ ن  ک  ت  ه
>∞−ب  اش  د. 𝑥 <∞ ی  ا ۰ < 𝑥 <∞ م  ث  لاً ب  اش  د.



دالام  ب  ر روش و ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش ب  ر م  روری . ۳ . ۲۱۲۵

م  ق  دار ی  ا ب  اش  ن  د ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر 𝑥 دام  ن  ه روی 𝑥 م  ت  غ  ی  ر ب  ه ن  س  ب  ت م  س  ئ  ل  ه در ش  ده داده ت  اب  ع ه  ای . ۲ ن  ک  ت  ه
ب  اش  د. ب  ی  ن  ه  ای  ت از ک  م  ت  ر آن ه  ا م  ط  ل  ق ق  در ان  ت  گ  رال

ای  ن ب  ا و اس  ت ف  وری  ه ان  ت  گ  رال و ف  وری  ه ت  ب  دی  ل دارای 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  ج  ه  ول ت  اب  ع ب  اش  د، ب  رق  رار ن  ک  ت  ه دو ای  ن اگ  ر
ب  اش  د. ق  اب  ل ح  ل م  ی ت  وان  د روش

ک  ه آورد ب  ه دس  ت  (ن  ام  ت  ن  اه  ی) ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ی  ک م  ی ت  وان م  ت  ن  اه  ی) ف  وری  ه ت  ب  دی  ل (ی  ا پ  ای  ه ه  ر روی از
[۱] م  رج  ع در اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل” ”ت  ب  دی  لات ع  ن  وان ت  ح  ت م  ط  ل  ب ای  ن ک  ن  د. ح  ل را ف  وق ن  ک  ت  ه دو دارای م  س  ئ  ل  ه
ب  ی  ان را ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ن  وع س  ه ف  وری  ه، ت  ب  دی  لات ب  خ  ش در ن  ی  س  ت. ک  ت  اب ای  ن س  رف  ص  ل ج  زء ل  ی  ک  ن آم  ده اس  ت.

م  ی ک  ن  ی  م. ی  ادآوری ای  ن  ج  ا در را آن ه  ا ف  وری  ه  ان  ت  گ  رال و ت  ب  دی  ل ن  وع س  ه ای  ن ک  ردی  م.

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را ت  ب  دی  ل ای  ن س  ی  ن  وس  ی: ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠(𝑓) =􏽰
۲
𝜋􏾙

∞

۰
𝑓(𝑥) sin𝜔𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹𝑠(𝜔) ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠(𝑓″) = −𝜔۲ℱ𝑠(𝑓) +􏽰
۲
𝜋𝜔𝑓(۰) ۲ م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) =
􏽰

۲
𝜋􏾙

∞

۰
𝐹𝑠(𝜔) sin𝜔𝑥𝑑𝜔 ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ی  ا م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل

ن  م  ود. اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان زی  ر ش  رای  ط ت  ح  ت ت  ب  دی  ل ای  ن از ت  ذک  ر.
ب  اش  د. ۰ < 𝑥 ب  ه ص  ورت∞> 𝑥 م  ت  غ  ی  ر دام  ن  ه و ب  رق  رار ف  وق ۲ ن  ک  ت  ه و ۱ ن  ک  ت  ه (۱

ن  ش  ده ب  اش  د. ظ  اه  ر ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  ع  ادل  ه در (۲

داده ش  ده ب  اش  د. آن زوج م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات و م  ج  ه  ول ت  اب  ع م  ق  دار ب  رای 𝑥 = ۰ در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  رزی ش  رط (۳

ف  وری  ه ت  ب  دی  ل روی ℱاز (۴)
𝑠 (𝑓) ش  ده ب  اش  د، ظ  اه  ر م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ۴ م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق چ  ن  ان  چ  ه . ۳ ن  ک  ت  ه

اس  ت. م  ق  دور ت  ک  راری روش ب  ه 𝑓″ س  ی  ن  وس  ی

ℱ𝑠(𝑓(۴)) = −𝜔۲ℱ𝑠(𝑓″) +􏽰
۲
𝜋𝜔𝑓

″(۰)

= 𝜔۴ℱ𝑠(𝑓) −􏽰
۲
𝜋𝜔

۳𝑓(۰) +
􏽰

۲
𝜋𝜔𝑓

″(۰)



ب  ی  ک  ران۱۲۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ت  ب  دی  ل ای  ن ک  س  ی  ن  وس  ی: ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐(𝑓) =􏽰
۲
𝜋􏾙

∞

۰
𝑓(𝑥) cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹(𝜔) ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐(𝑓″) = −𝜔۲ℱ𝑐(𝑓) −􏽰
۲
𝜋𝜔𝑓

′(۰) ۲ م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) =
􏽰

۲
𝜋􏾙

∞

۰
𝐹𝑐(𝜔)cos𝜔𝑥𝑑𝜔 ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ی  ا م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل

اس  ت اس  ت  ث  ن  ا ی  ک ب  ا س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  ش  اب  ه ش  رای  ط ت  ح  ت م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای ت  ب  دی  ل ای  ن ک  ارب  رد ت  ذک  ر.
م  ی ش  ود. ب  ی  ان زی  ر در ک  ه

داده ش  ود. م  ب  دأ در ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات م  ق  دار م  ی ب  ای  س  ت  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  رای اس  ت  ث  ن  ا:

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت و اع  م  ال ق  اب  ل −∞< 𝑥 ب  رای∞> ت  ب  دی  ل ای  ن ف  وری  ه: ت  ب  دی  ل

ℱ (𝑓) =
􏽰

۲
𝜋􏾙

∞

−∞
𝑓(𝑥) 𝑒𝑖𝜔𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ (𝑓(𝑛)) = (−𝑖𝜔)𝑛ℱ (𝑓) و 𝑛 = ۱,۲,۳,… م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل

اس  ت. اس  ت  ف  اده ق  اب  ل ق  ی  دی ه  ی  چ ب  دون و ۲ ن  ک  ت  ه و ۱ ن  ک  ت  ه ت  ح  ت ت  ب  دی  ل ای  ن ت  ذک  ر.

م  ق  دار درای  ن ص  ورت ب  اش  ن  د، ف  وق ت  ب  دی  لات از ی  ک ه  ر دارای م  س  ئ  ل  ه در آم  ده ت  اب  ع ه  ای چ  ن  ان  چ  ه . ۴ ن  ک  ت  ه
اس  ت. ص  ف  ر ∞±ب  راب  ر در آن م  ش  ت  ق  ات ک  ل  ی  ه و ج  واب

م  ی آوری  م. م  ث  ال ی  ک ای  ن  ج  ا در
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زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۱۰ . ۲ م  ث  ال

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 −𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑢+ 𝑡𝑒−𝑥, 𝑡 ≥ ۰, 𝑥 ≤ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

۱ ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱

۰ 𝑥 > ۱
,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۱.

م  ش  ت  ق و م  ج  ه  ول ت  اب  ع ب  رای م  رزی ش  رای  ط ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ب  رق  رار ۲ ن  ک  ت  ه و ۱ ن  ک  ت  ه ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اب  ت  دا ح  ل.
س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل پ  س ن  داری  م. ف  رد م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در و داده ش  ده 𝑥 = ۰ در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت آن دوم م  رت  ب  ه
س  ادگ  ی ب  رای م  ی گ  ی  ری  م. س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  ع  ادل  ه از درن  ت  ی  ج  ه اس  ت. م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل م  ن  اس  ب

م  ی گ  ی  ری  م

ℱ𝑠(𝑢(𝑥, 𝑡)) = 𝑈(𝜔, 𝑡) = 𝑈(𝑡) = 𝑈 .

ی  ع  ن  ی اس  ت. م  ق  دور آن ه  ا ت  رت  ی  ب ت  ع  وی  ض پ  س م  ی گ  ی  ری  م. ان  ت  گ  رال 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت و م  ش  ت  ق 𝑡 ب  ه ن  س  ب  ت ای  ن  ج  ا در

ℱ𝑠(𝑢𝑡𝑡) = 𝑈𝑡𝑡.



ب  ی  ک  ران۱۲۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ه  م  چ  ن  ی  ن

ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥) = −𝜔۲ℱ𝑠(𝑢) +􏽰
۲
𝜋𝜔𝑡

= −𝜔۲𝑈 +
􏽰

۲
𝜋𝜔𝑡,

ℱ𝑠(𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥) = ℱ𝑠􏿴(𝑢𝑥𝑥)𝑡𝑡􏿷 = 􏿴ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥)􏿷𝑡𝑡 = 􏿵−𝜔
۲𝑈 +

􏽰
۲
𝜋𝑤𝑡􏿸𝑡𝑡

= −𝜔۲𝑈𝑡𝑡,

ℱ (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝜔۴ℱ𝑠(𝑢) −􏽰
۲
𝜋𝜔

۳𝑡 +
􏽰

۲
𝜋𝜔

= 𝜔۴𝑈 −
􏽰

۲
𝜋𝜔

۳𝑡 +
􏽰

۲
𝜋𝜔,

ℱ𝑠(𝑒−𝑥) =􏽰
۲
𝜋􏾙

∞

۰
𝑒−𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝑥 =

􏽰
۲
𝜋

𝜔
۱+𝜔۲ ,

𝑈(۰) = 𝑈(𝜔, ۰) = ℱ𝑠(𝑢(𝑥, ۰)) =􏽰
۲
𝜋􏾙

∞

۰
𝑒−𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝑥

=
􏽰

۲
𝜋

𝜔
۱+𝜔۲ .

اس  ت. 𝑎 = 𝜔 و 𝑠 = ۱ ب  رای س  ی  ن  وس  ی لاپ  لاس ت  ب  دی  ل ف  وق ان  ت  گ  رال ک  ن  ی  د ت  وج  ه

𝑈𝑡(۰) = 𝑈𝑡(𝜔, ۰) = ℱ𝑠(𝑢𝑡(𝑥, ۰)) =􏽰
۲
𝜋􏾙

۱

۰
sin𝜔𝑥 𝑑𝑥

= −
􏽰

۲
𝜋
cos𝜔𝑥
𝜔 􏵶

۱

۰

=
􏽰

۲
𝜋
(۱− cos𝜔𝑥)

𝜔 .

م  ی ش  ود: ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑡 م  ت  غ  ی  ر ب  رای م  س  ئ  ل  ه م  س  ئ  ل  ه، در م  ق  ادی  ر ای  ن دادن ق  رار از

𝑈𝑡𝑡 = −𝜔۲𝑈 +
􏽰

۲
𝜋𝜔𝑡 −𝜔

۲𝑈𝑡𝑡 −𝜔۴𝑈 +
􏽰

۲
𝜋𝜔

۳𝑡 −
􏽰

۲
𝜋𝜔

−𝑈 +
􏽰

۲
𝜋

𝜔
۱+𝜔۲ 𝑡,

𝑈(۰) =
􏽰

۲
𝜋

𝜔
۱+𝜔۲ , 𝑈𝑡(۰) =􏽰

۲
𝜋
(۱− cos𝜔𝑥)

𝜔 .
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داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑈را م  ع  ادل  ه

(۱+𝜔۲)𝑈𝑡𝑡 + (۱+𝜔۲ +𝜔۴)𝑈 =
􏽰

۲
𝜋􏿵𝜔

۳ +𝜔 + 𝜔
۱+𝜔۲􏿸 −􏽰

۲
𝜋𝜔.

، 𝑏 =∶ −􏽯
۲
𝜋𝜔 و 𝑎 =∶ 𝜔۳+𝜔 + 𝜔

۱+𝜔۲ ، 𝛽۲ =∶ ۱+𝜔۲+𝜔۴ ،𝛼۲ =∶ ۱+𝜔۲ ت  ع  ری  ف ب  ا
درم  ی آی  د: زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق م  ع  ادل  ه

𝛼۲𝑈𝑡𝑡 +𝛽۲𝑈 = 𝑎𝑡 + 𝑏.

ب  ود: خ  واه  د زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق م  ع  ادل  ه م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه

𝛼۲𝑟۲ +𝛽۲ = ۰ ⇒ 𝑟 = ±𝛽𝛼𝑖

ن  ت  ی  ج  ه در
𝑈 =𝐴cos 𝛽𝛼𝑡 +𝐵sin

𝛽
𝛼𝑡 +

𝑎
𝛽۲ 𝑡 +

𝑏
𝛽۲ .

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت اول  ی  ه ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

𝑈(۰) = 𝐴+ 𝑏
𝛽۲ =􏽰

۲
𝜋

𝜔
۱+𝜔۲ ⇒ 𝐴=

􏽰
۲
𝜋

𝜔
۱+𝜔۲ −

𝑏
𝛽۲ ,

𝑈𝑡(۰) =
𝛽
𝛼𝐵+

𝑎
𝛽۲ =􏽰

۲
𝜋
(۱− cos𝜔𝑥)

𝜔

⇒ 𝐵 = 𝛼𝛽 􏿰􏽰
۲
𝜋
۱− cos𝜔𝑥

𝜔 − 𝑎
𝛽۲􏿳.

م  ی آوری  م 𝑈ب  ه دس  ت ع  م  وم  ی ج  واب در 𝐵 𝐴و دادن ق  رار از

𝑈 =𝑈(𝜔, 𝑡) = 􏿶􏽰
۲
𝜋

𝜔
۱+𝜔۲ −

𝑏
𝛽۲􏿹cos

𝛽
𝛼𝑡

+ 𝛼𝛽 􏿰􏽰
۲
𝜋
(۱− cos𝜔𝑥)

𝜔 − 𝑎
𝛽۲􏿳 sin

𝛽
𝛼𝑡 +

𝑎
𝛽۲ 𝑡 +

𝑏
𝛽۲ .

پ  س ب  ه دس  ت آی  د. اول  ی  ه م  س  ئ  ل  ه ج  واب ت  ا م  ی گ  ی  ری  م م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل ف  وق راب  ط  ه از ح  ال

𝑢(𝑥, 𝑡) =
􏽰

۲
𝜋􏾙

∞

۰
𝑈(𝜔, 𝑡) sin𝜔𝑥 𝑑𝜔.



ب  ی  ک  ران۱۳۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ی  ا ن  ی  وت  ن روش ب  ا ان  ت  گ  رال ه  ا ن  وع ای  ن م  ح  اس  ب  ه م  ی پ  ذی  ری  م. ص  ورت ه  م  ی  ن ب  ه را م  س  ئ  ل  ه ن  ه  ای  ی ج  واب
م  ان  ده ن  ظ  ری  ه و م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال م  ب  اح  ث از اس  ت  ف  اده ب  ا ل  ی  ک  ن ن  ی  س  ت. م  ق  دور چ  ن  دان اول  ی  ه ت  اب  ع ب  ه دس  ت آورن

اس  ت. ق  اب  ل م  ح  اس  ب  ه ب  ع  ض  اً

ح  ل ب  رای روش دق  ی  ق ت  ری  ن و ب  ه  ت  ری  ن اول  ی  ن، دالام  ب  ر روش گ  ف  ت  ی  م ق  ب  لاًٌ ه  م  ان  ط  وری  ک  ه : دالام  ب  ر روش ب  ا ح  ل
ف  ق  ط آن اع  م  ال اس  ت، روش ای  ن روی ک  ه زی  ر ق  ی  ده  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا ل  ی  ک  ن اس  ت. پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات

اس  ت. ق  اب  ل اع  م  ال پ  اره ای م  ع  ادلات از ک  وچ  ک  ی خ  ان  واده ب  رای

ب  اش  د. م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر دو ح  اوی ف  ق  ط و دوم م  رت  ب  ه از و خ  ط  ی م  ع  ادل  ه . ۱

ش  رط و ب  اش  د دی  گ  ری(∞,۰] دام  ن  ه و (−∞,∞) دام  ن  ه ب  ا آن ه  ا از ی  ک  ی ب  ی  ک  ران، م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای دام  ن  ه . ۲
ش  رط ی  ا ب  اش  د، ص  ف  ر در ک  ش  ی ش  رط ی  ا و اول  ی  ه ش  رط ب  ه ص  ورت و [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا م  ت  غ  ب  ر ب  ا ف  ق  ط ت  ک  م  ی  ل  ی

ب  اش  د. گ  ورس  ا

ب  اش  د. م  وج ی  ا ه  ذل  ول  وی ن  وع از م  ع  ادل  ه . ۳

ن  ی  س  ت. م  س  ئ  ل  ه در داده ش  ده ت  اب  ع ه  ای روی ق  ی  دی ن  ک  ت  ه.
𝑦 و 𝑥 م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر دو از دوم م  رت  ب  ه م  ع  ادل  ه .۱ . ۲ ت  ع  ری  ف

𝐴𝑢𝑥𝑥 +𝐵𝑢𝑥𝑦 +𝐶𝑢𝑦𝑦 +𝐷𝑢𝑥 +𝐸𝑢𝑦 +𝐹𝑢 = 𝐺(𝑥,𝑦) (۴ . ۲)

ب  اش  ن  د. ن  ی  ز 𝑦 و 𝑥 از ت  اب  ع  ی م  ی ت  وان  ن  د ول  ی ث  اب  ت ان  د م  ع  م  ولاً ض  رای  ب ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را

.Δ = 𝐵۲ − ۴𝐴𝐶 > ۰ اگ  ر م  ی گ  وی  ی  م ه  ذل  ول  وی را م  ع  ادل  ه ای  ن آ)

.Δ = ۰ اگ  ر م  ی گ  وی  ی  م س  ه  م  وی را م  ع  ادل  ه ای  ن ب)

.Δ < ۰ اگ  ر م  ی گ  وی  ی  م ب  ی  ض  وی را م  ع  ادل  ه ای  ن ج)

اول م  رت  ب  ه م  ع  ادل  ه

𝐴􏿴𝑑𝑦𝑑𝑥􏿷
۲
−𝐵𝑑𝑦𝑑𝑥 +𝐶 = ۰ (۵ . ۲)

م  ی گ  وی  ی  م. (۴ . ۲) م  ع  ادل  ه م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه را
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ک  ن  ی  د. ت  وج  ه (۵ . ۲) م  ع  ادل  ه در 𝐵 از ق  ب  ل م  ن  ف  ی ع  لام  ت ب  ه (۱ ت  ذک  ر.

م  ی گ  ی  ری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه 𝐶ب  اش  د، ≠ ۰ =𝐴و ۰ اگ  ر (۲

𝐶􏿴𝑑𝑥𝑑𝑦􏿷
۲
−𝐵𝑑𝑥𝑑𝑦 = ۰

م  ی رس  ی  م: زی  ر م  ع  ادل  ه دو ب  ه 𝑑𝑦𝑑𝑥 ب  رای (۵ . ۲) م  ع  ادل  ه ح  ل از

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵+√Δ
۲𝐴 , 𝑑𝑦

𝑑𝑥 =
𝐵−√Δ
۲𝐴 .

ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت آن ه  ا ع  م  وم  ی ج  واب م  ع  ادلات ای  ن ح  ل از Δاس  ت. > ۰ ه  ذل  ول  وی ح  ال  ت ب  رای
م  ی آی  د:

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵+√Δ
۲𝐴 ⇒ 𝜙(𝑥,𝑦) = 𝑐۱,

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵−√Δ
۲𝐴 ⇒ 𝜓(𝑥,𝑦) = 𝑐۲.

م  ی ده  ی  م: زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ح  ال

𝜉 = 𝜙(𝑥,𝑦), 𝜂 = 𝜓(𝑥,𝑦)

ب  ه ص  ورت (۴ . ۲) م  ع  ادل  ه م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر ای  ن اع  م  ال ب  ا

𝑢𝜉𝜂 =𝐻۱(𝜉,𝜂,𝑢,𝑢𝜉, 𝑢𝜂)

ن  داری  م. 𝑢𝜂𝜂 و 𝑢𝜉𝜉 م  ش  ت  ق ی  ع  ن  ی درم  ی آی  د.

و 𝑢 ف  وق م  ع  ادل  ه در اگ  ر اس  ت. ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا م  ع  ادل  ه ای  ن ب  اش  د، ث  اب  ت (۴ . ۲) ض  رای  ب اگ  ر ن  ک  ت  ه.
،𝑢𝜉𝜂 = 𝐻۱(𝜉,𝜂,𝑢𝜉) ی  ع  ن  ی ن  ب  اش  د، 𝑢𝜂 و 𝑢 آن در اگ  ر ی  ا 𝑢𝜉𝜂 = 𝐻۱(𝜉,𝜂,𝑢𝜂) ی  ع  ن  ی ن  ب  اش  د، 𝑢𝜉

اس  ت. ق  اب  ل ح  ل ع  م  وم  ی ج  واب ب  رای م  ع  ادل  ه ای  ن درای  ن ص  ورت
ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای  ن آن  گ  اه .𝑢𝜂 = 𝑣 ب  گ  ی  ری  د ب  اش  د. 𝑢𝜉𝜂 = 𝐻۱(𝜉,𝜂,𝑢𝜂) ک  ن  ی  د ف  رض ح  ل: روش

درم  ی آی  د: زی  ر

𝑣𝜉 =𝐻۱(𝜉,𝜂, 𝑣)



ب  ی  ک  ران۱۳۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ب  ه س  ادگ  ی پ  س اس  ت. خ  ط  ی و 𝜂 پ  ارام  ت  ر و 𝜉 م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ب  ا ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  ادل  ه ای  ن
م  ی آوری  م ب  ه دس  ت آن ح  ل از اس  ت. ق  اب  ل ح  ل

𝑢𝜂 = 𝑣(𝜉,𝜂).

𝜙(𝑥,𝑦)و م  ق  دار 𝜉 ب  ه ج  ای م  ی ش  ود. م  ش  خ  ص ک  ام  لاً 𝑢(𝜉,𝜂) ب  گ  ی  ری  م، ان  ت  گ  رال 𝜂 ب  ه ن  س  ب  ت اگ  ر ح  ال
اع  م  ال ب  ا م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه ن  ه  ای  ی ج  واب درای  ن ص  ورت م  ی ده  ی  م. ق  رار 𝜓(𝑥,𝑦)را م  ق  دار 𝜂 ب  ه ج  ای

م  ی ش  ود. م  ش  خ  ص م  س  ئ  ل  ه ی  گ  ان  ه ج  واب ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط

زی  ر ک  ش  ی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۱۱ . ۲ م  ث  ال

𝑢𝑥𝑥 + ۵𝑢𝑥𝑦 + ۶𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 + ۲𝑢𝑦 = 𝑥+ 𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥+ ۲. ک  ش  ی ش  رای  ط

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق م  ع  ادل  ه م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل.

􏿵𝑑𝑦𝑑𝑥􏿸
۲
− ۵𝑑𝑦𝑑𝑥 + ۶ = ۰,

⇒ 𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

۵±√۲۵− ۲۴
۲ = ۵± ۱

۲ = ۲,۳.

پ  س
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = ۲ ⇒ 𝑦= ۲𝑥+ 𝑐۱ ⇒ 𝑦− ۲𝑥 = 𝑐۱,
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = ۳ ⇒ 𝑦= ۳𝑥+ 𝑐۲ ⇒ 𝑦− ۳𝑥 = 𝑐۲.

ب  گ  ی  ری  د

𝜉 = 𝑦− ۲𝑥, 𝜂 = 𝑦 − ۳𝑥.

م  ش  ت  ق زن  ج  ی  ره ای ق  اع  ده ک  ار ای  ن اب  زار ب  ه دس  ت آوری  م. 𝜂 و 𝜉ب  رح  س  ب را 𝑦 و 𝑥ب  رح  س  ب 𝑢م  ش  ت  ق  ات ب  ای  د ح  ال
اس  ت.

𝑢𝑥 = 𝑢𝜉𝜉𝑥 +𝑢𝜂𝜂𝑥 = 𝑢𝜉(−۲) + 𝑢𝜂(−۳),

𝑢𝑥 = −۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂. (۶ . ۲)
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𝑢𝑦 = 𝑢𝜉𝜉𝑦 +𝑢𝜂𝜂𝑦 = 𝑢𝜉(+۱) + 𝑢𝜂(+۱),

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉 +𝑢𝜂. (۷ . ۲)

م  ی ک  ن  ی  م. ح  س  اب را دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات اول، م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا اک  ن  ون

𝑢𝑥𝑥 = (𝑢𝑥)𝑥 = (−۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂)𝑥

= (−۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂)𝜉𝜉𝑥 + (−۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂)𝜂𝜂𝑥

= (−۲𝑢𝜉𝜉 − ۳𝑢𝜂𝜉)(−۲) + (−۲𝑢𝜉𝜂 − ۳𝑢𝜂𝜂)(−۳),

𝑢𝑥𝑥 = ۴𝑢𝜉𝜉 + ۱۲𝑢𝜉𝜂 + ۹𝑢𝜂𝜂. (۸ . ۲)

𝑢𝑥𝑦 = (𝑢𝑥)𝑦 = (−۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂)𝑦

= (−۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂)𝜉𝜉𝑦 + (−۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂)𝜂𝜂𝑦

= (−۲𝑢𝜉𝜉 − ۳𝑢𝜂𝜉)(+۱) + (−۲𝑢𝜉𝜂 − ۳𝑢𝜂𝜂)(+۱),

𝑢𝑥𝑦 = −۲𝑢𝜉𝜉 − ۵𝑢𝜉𝜂 − ۳𝑢𝜂𝜂. (۹ . ۲)

𝑢𝑦𝑦 = (𝑢𝑦)𝑦 = (𝑢𝜉 +𝑢𝜂)𝑦

= (𝑢𝜉 +𝑢𝜂)𝜉𝜉𝑦 + (𝑢𝜉 +𝑢𝜂)𝜂𝜂𝑦

= (𝑢𝜉𝜉 +𝑢𝜂𝜉)(+۱) + (𝑢𝜉𝜂 +𝑢𝜂𝜂)(+۱),

𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝜉𝜉 + ۲𝑢𝜉𝜂 +𝑢𝜂𝜂. (۱۰ . ۲)

ق  رار ب  ا م  ی آی  د. ب  ه دس  ت  𝑢𝑦𝑦 (۱۰ . ۲) از و ،𝑢𝑥𝑦 (۹ . ۲) از ،𝑢𝑥𝑥 (۸ . ۲) از ،𝑢𝑦 (۷ . ۲) از ،𝑢𝑥 (۶ . ۲) از
داش  ت خ  واه  ی  م اص  ل  ی م  ع  ادل  ه در م  ش  ت  ق  ات ای  ن دادن

۰ .𝑢𝜉𝜉 + (−۱)𝑢𝜉𝜂 + ۰ .𝑢𝜂𝜂 + ۰ .𝑢𝜉 + (−۱)𝑢𝜂 = 𝑥+ 𝑦

ی  ا

𝑢𝜉𝜂 +𝑢𝜂 = −𝑥− 𝑦.



ب  ی  ک  ران۱۳۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

م  ی ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه 𝜂 و 𝜉ب  رح  س  ب ن  ی  ز را −𝑥− 𝑦 ح  ال

𝑦 − ۲𝑥 = 𝜉 𝑥 = 𝜉− 𝜂

⇒ ⇒ 𝑥+𝑦 = ۴𝜉− ۳𝜂

𝑦 − ۳𝑥 = 𝜂 𝑦 = ۳𝜉− ۲𝜂

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت  زی  ر ب  ه ص  ورت  𝜂 و 𝜉ب  رح  س  ب م  ع  ادل  ه درن  ت  ی  ج  ه

𝑢𝜉𝜂 +𝑢𝜂 = −۴𝜉+ ۳𝜂

آوری  د ب  ه دس  ت  ت  ا 𝑢𝜂 = 𝑣 ده  ی  د ق  رار

𝑣𝜉 +𝑣 = −۴𝜉+ ۳𝜂.

ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب اس  ت. 𝜉 م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر و 𝑣 م  ج  ه  ول ت  اب  ع ب  ا ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  ادل  ه ای  ن
اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت  م  ع  ادل  ه

𝑣 = 𝐶(𝜂) 𝑒−𝜉 − ۴𝜉+ ۳𝜂+ ۴

پ  س

𝑢𝜂 = 𝐶(𝜂) 𝑒−𝜉 − ۴𝜉+ ۳𝜂+ ۴.

درن  ت  ی  ج  ه،

𝑢(𝜉,𝜂) = 𝜙(𝜂) 𝑒−𝜉 − ۴𝜉𝜂+ ۳
۲𝜂

۲ + ۴𝜂+𝜓(𝜉)

𝑢(𝑥,𝑦) = 𝜙(𝑦 − ۳𝑥) 𝑒−(𝑦−۲𝑥) − ۴(𝑦 − ۲𝑥)(𝑦 − ۳𝑥) + ۳
۲ (𝑦 − ۳𝑥)

۲

+ ۴(𝑦 − ۳𝑥) +𝜓(𝑦 − ۲𝑥)

ه  س  ت  ن  د. ع  م  وم  ی ج  واب اخ  ت  ی  اری 𝜓ت  واب  ع 𝐶و ت  واب  ع 𝐶(𝜂)و اول  ی  ه 𝜙(𝜂)ت  اب  ع آن در ب  ه ط  وری ک  ه
پ  س آوری  م. ب  ه دس  ت  𝜓را 𝜙و ت  واب  ع ای  ن ت  ا ک  ن  ی  م اع  م  ال را ک  ش  ی ش  رای  ط ب  ای  د ح  ال

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥 ⇒ 𝜙(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 − ۲۴𝑥۲ + ۲۷
۲ 𝑥

۲ − ۱۲𝑥+𝜓(−۲𝑥) = 𝑥



دالام  ب  ر روش و ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش ب  ر م  روری . ۳ . ۲۱۳۵

و
𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥+ ۲ ⇒ 𝜙′(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 −𝜙(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 + ۲۰𝑥 − ۹𝑥+ ۴

+𝜓′(−۲𝑥) = 𝑥+ ۲

م  ع  ادل  ه از ک  ار ای  ن ب  رای ک  ن  ی  م. 𝜓ح  ل ب  رای𝜙و ب  ای  د را م  ع  ادل  ه دو ای  ن .𝜓′ = 𝑑𝜓
𝑑𝜉 ′𝜙و = 𝑑𝜙

𝑑𝜂 ای  ن  ج  ا در ک  ه
آی  د: ب  ه دس  ت  زی  ر اول م  ع  ادل  ه ت  ا م  ی گ  ی  ری  م م  ش  ت  ق 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت اول  ی

−۳𝜙′(−۳𝑥)𝑒۲𝑥 + ۲𝜙(−۳𝑥)𝑒۲𝑥 − ۲۱𝑥 − ۱۲− ۲𝜓′(−۲𝑥) = ۱.

داش  ت خ  واه  ی  م م  ی ک  ن  ی  م. ض  رب ۲ در را دوم م  ع  ادل  ه  

۲𝜙′(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 − ۲𝜙(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 + ۲۲𝑥+ ۸+ ۲𝜓′(−۲𝑥) = ۲𝑥+ ۴.

ب  ه دس  ت  م  ی آوری  م  : ف  وق م  ع  ادل  ه دو ج  م  ع از

−𝜙′(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 +𝑥− ۴ = ۲𝑥+ ۵

ی  ا
𝜙′(−۳𝑥) = −(𝑥+ ۹) 𝑒−۲𝑥.

ب  ن  اب  رای  ن .𝑥 = −𝜂۳ ی  ا 𝜂 = −۳𝑥 ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝜙′(𝜂) = −(−𝜂۳ + ۹)𝑒
۲
۳𝜂.

ن  ت  ی  ج  ه در

𝜙(𝜂) = −􏾙(−
𝜂
۳ + ۹) 𝑒

۲
۳𝜂 𝑑𝜂 = −۳۲ (−

𝜂
۳ + ۹) 𝑒

۲
۳𝜂 − ۱

۳􏾙𝑒
۲
۳𝜂 𝑑𝜂

= 􏿴𝜂۲ −
۵۷
۴ 􏿷 𝑒

۲
۳𝜂 +𝐴.

ب  ه دس  ت  م  ی آوری  م: 𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥 راب  ط  ه از

𝜓(−۲𝑥) = −𝜙(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 + ۲۱
۲ 𝑥

۲ + ۱۳𝑥.

اس  ت  ف  اده ک  ن  ی  م: 𝜙ف  وق از

𝜓(−۲𝑥) = 􏿯۵۷۴ + ۳
۲𝑥􏿲 𝑒

−۲𝑥. 𝑒۲𝑥 −𝐴𝑒۲𝑥 + ۲۱
۲ 𝑥

۲ + ۱۳𝑥



ب  ی  ک  ران۱۳۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ی  ا

𝜓(−۲𝑥) = +۲۱۲ 𝑥
۲ + ۲۹

۲ 𝑥+
۵۷
۴ −𝐴𝑒۲𝑥.

آوری  د: ب  ه دس  ت  ت  ا 𝑥 = −𝜉۲ ۲𝑥−ی  ا = 𝜉 ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝜓(𝜉) = ۲۱
۸ 𝜉

۲ − ۲۹
۴ 𝜉+

۵۷
۴ −𝐴𝑒−𝜉.

م  ی ش  ود: ن  ه  ای  ی ج  واب پ  س

𝑢(𝑥,𝑦) = 􏿵(𝑦 − ۳𝑥)۲ − ۵۷
۴ 􏿸 𝑒

۲
۳ (𝑦−۳𝑥) 𝑒−(𝑦−۲𝑥) +𝐴𝑒−(𝑦−۲𝑥)

− ۴(𝑦 − ۲𝑥)(𝑦 − ۳𝑥) + ۳
۲ (𝑦 − ۳𝑥)

۲ + ۴(𝑦 − ۳𝑥)

+ ۲۱
۸ (𝑦 − ۲𝑥)

۲ − ۲۹
۴ (𝑦 − ۲𝑥) +

۵۷
۴ −𝐴𝑒−(𝑦−۲𝑥).

ن  ی  ز را ک  ش  ی ش  رای  ط و م  ی ده  ن  د ن  ش  ان 𝑡 ب  ا را م  ت  غ  ی  ر ای  ن ب  اش  د، زم  ان 𝑦 م  ت  غ  ی  ر ه  ذل  ول  وی م  ع  ادل  ه در اگ  ر ن  ک  ت  ه.
م  ی گ  وی  ن  د. اول  ی  ه ش  رای  ط

ب  ی  ک  ران م  ی  دان روی دالام  ب  ر روش ب  ا اس  ت ب  ی  ض  وی م  ع  ادل  ه ن  وع ی  ک ک  ه پ  وآس  ن ن  وع از م  ع  ادلات (۱ ت  ذک  ر.
ب  ا ب  اش  ن  د ن  ام  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ف  اق  د م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه در داده ش  ده ت  واب  ع اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن ن  ی  س  ت. ق  اب  ل ح  ل
م  ی ت  وان ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای و م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ی  س  ت  ن  د. ق  اب  ل ح  ل ن  ی  ز ت  ب  دی  لات ای  ن  گ  ون  ه

ن  م  ود. ح  ل را آن ه  ا پ  ای  ه روش از اس  ت  ف  اده ب  ا و ت  ب  دی  ل ک  ران  دار م  ی  دان روی م  س  ائ  ل ب  ه را م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه

ب  ی  ش  ت  ر آن ه  ا از ن  ظ  ری اس  ت  ف  اده ک  ه ی  اف  ت م  ی ت  وان ب  ی  ک  ران م  ی  دان روی م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای دی  گ  ری روش ه  ای (۲
ب  خ  ش در ک  ه اس  ت دوه  ام  ل اص  ل روش ه  ا ای  ن از ی  ک  ی دارد. ن  ی  ز م  ح  اس  ب  ات  ی ج  ن  ب  ه ه  ای اگ  رچ  ه اس  ت

م  ی آی  د. ب  ع  دی

۳ . ۲ ت  م  ری  ن



دالام  ب  ر روش و ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش ب  ر م  روری . ۳ . ۲۱۳۷

ک  ن  ی  د. ح  ل دالام  ب  ر روش ی  ا ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۱. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑡𝑥𝑥 −𝑢+ 𝑡𝑒−𝑥, 𝑡 ≥ ۰𝑥 ≥ ۰,

𝑢(𝑥, ۰) = ۲𝑒−𝑥, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡.

۲. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢𝑡𝑥𝑥 −𝑢+ 𝑒−𝑥𝛿(𝑡 − ۱), 𝑡 ≥ ۰, 𝑥 ≥ ۰,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑈۱(𝑥) −𝑈۲(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡,

اس  ت. 𝑎 ش  روع ن  ق  ط  ه ب  ا واح  د پ  ل  ه ای 𝑈𝑎(𝑡)ت  اب  ع

۳. 𝑢𝑡𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 + ۲𝑢𝑡 = 𝑡𝑒−|𝑥|, −∞ < 𝑥 <∞, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = ۲𝛿(𝑥 − ۱
۲), 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۱

۱+𝑥۲ .

۴. 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 −𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 −𝑢 = 𝑒−𝑥−𝑦, 𝑥 ≥ ۰, 𝑦 ≥ ۰

𝑢(۰, 𝑦) = 𝑒−𝑦, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = ۱−𝑈۱(𝑥).

۵. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑦𝑦 −𝑢𝑡𝑥𝑥𝑦𝑦 𝑡 ≥ ۰, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, −∞ < 𝑦 <∞

−𝑢+ 𝑡𝑥𝑒−|𝑦|,

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝑈۰(𝑦) 𝑒−𝑦, 𝑢𝑥(۰, 𝑦, 𝑡) = ۰, 𝑢(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰.

ک  ن  ی  د. ح  ل 𝑦 > ۰ >∞−و 𝑥 ب  رای∞> را زی  ر ک  ش  ی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل

۶ .

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 + ۹𝑢𝑦𝑦 = 𝑥− 𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥.

۷ .

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

۳𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 +۳𝑢𝑦𝑦 = ۲𝑥 − ۳𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥.

۸ .

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 +۳𝑢𝑥𝑦 + ۲𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 +𝑢𝑦 = 𝑥𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = ۱.



ب  ی  ک  ران۱۳۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ک  ن  ی  د. >∞−ح  ل 𝑦 <∞ >∞−و 𝑥 ب  رای∞> را زی  ر گ  ورس  ای ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل

۹ .

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 −𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 +𝑢𝑦 = 𝑥𝑦,

𝑢(𝑥,𝑦) = 𝑥۲, 𝑦 = 𝑥روی

𝑢(𝑥,𝑦) = −𝑦۲, 𝑦 = −𝑥روی

۱۰ .

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

۴𝑢𝑥𝑥 + ۵𝑢𝑥𝑦 +𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 +𝑢𝑦 = ۲𝑥+ 𝑦,

𝑢(𝑥,𝑦) = 𝑥 𝑦 = 𝑥روی

𝑢(𝑥,𝑦) = 𝑥۲, ۴𝑦 = 𝑥روی

۱۱ .

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 +۳𝑢𝑥𝑦 + ۲𝑢𝑦𝑦 +𝑢𝑥 +𝑢𝑦 = 𝑥𝑦,

𝑢(𝑥,𝑦) = 𝑥 − 𝑦, 𝑦 = 𝑥روی

𝑢(𝑥,𝑦) = −۲𝑥 − ۲𝑦, 𝑦 = ۳𝑥روی

دوه  ام  ل اص  ل و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل ۴ . ۲

م  ح  س  وب اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل اص  ل  ی اب  زاره  ای از ی  ک  ی لاپ  لاس ت  ب  دی  ل
اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان ن  ی  ز اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای اب  زار ای  ن از م  ی گ  ردد.
اس  ت  ف  اده ک  م  ت  ر آن از ب  ه ای  ن دل  ی  ل اس  ت. پ  ی  چ  ی  ده ب  س  ی  ار م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل م  ح  اس  ب  ه م  واق  ع اک  ث  ر در ل  ی  ک  ن ک  رد.
در ش  ود. م  ن  ج  ر خ  وب  ی ب  س  ی  ار ج  واب ب  ه اس  ت م  م  ک  ن ب  ع  دی ی  ک م  وج م  ع  ادلات ب  رای آن از اس  ت  ف  اده م  ی گ  ردد.

م  ی آوری  م. م  ورد ای  ن از م  ث  ال ه  ای  ی ای  ن  ج  ا



دوه  ام  ل اص  ل و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل . ۴ . ۲۱۳۹

زی  ر ب  ع  دی ی  ک م  وج اول  ی  ه-م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۱۲ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 −𝑢𝑥𝑥 = 𝑒𝑡−𝑥, 𝑥 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,

𝑢(۰, 𝑡) − 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = sin 𝑡, lim𝑥→∞𝑢(𝑥, 𝑡) = ۰

ب  گ  ی  ری  د. لاپ  لاس ت  ب  دی  ل م  ع  ادل  ه از ح  ل.

ℒ𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑈(𝑥, 𝑠) = 𝑈(𝑥) = 𝑈

𝑠۲𝑈 −𝑈𝑥𝑥 = 𝑒−𝑥
𝑠 − ۱ + 𝑠𝑒

−𝑥, 𝑠 > ۱, 𝑥 ≥ ۰

𝑈(۰) −𝑈 ′(۰) = ۱
𝑠۲ + ۱ , lim𝑥→∞𝑈(𝑥) = ۰

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

𝑠۲ − 𝑟۲ = ۰ ⟹ 𝑟=±𝑠

𝑈(𝑥) = 𝐶۱𝑒−𝑠𝑥 +𝐶۲𝑒𝑠𝑥 − ۱
𝑠۲ − ۱􏿵

۱
𝑠 − ۱ + 𝑠􏿸𝑒

−𝑥

ش  رط ب  رق  راری ب  رای .𝐶۲ = ۰ ب  ای  د ،𝑠 > ۰ ای  ن ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ی  ن  ه  ای  ت، در م  رزی ش  رای  ط ب  رق  راری ب  رای
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د 𝑥 = ۰ در م  رزی

𝑈(۰) −𝑈 ′(۰) = 𝐶۱ − ۱
𝑠۲ − ۱􏿵

۱
𝑠 − ۱ + 𝑠􏿸 − 𝑠𝐶۱ + ۱

𝑠۲ − ۱􏿵
۱
𝑠 − ۱ + 𝑠􏿸

= ۱
𝑠۲ + ۱

ی  ا
𝐶۱(۱− 𝑠) = ۱

𝑠۲ + ۱ ⟹ 𝐶۱ = − ۱
(𝑠 − ۱)(𝑠۲ + ۱) .

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑈(𝑥) = − ۱
(𝑠۲ + ۱)(𝑠 − ۱)𝑒

−𝑠𝑥 − ۱
𝑠۲ + ۱

۱
𝑠 − ۱𝑒

−𝑥 − 𝑠
𝑠۲ + ۱𝑒

−𝑥

= ۱
۲􏿶

𝑠
𝑠۲ + ۱ +

۱
𝑠۲ + ۱ −

۱
𝑠 − ۱􏿹 𝑒

−𝑠𝑥 + ۱
۲􏿶

𝑠
𝑠۲ + ۱ +

۱
𝑠۲ + ۱ −

۱
𝑠 − ۱􏿹 𝑒

−𝑥

− 𝑠
𝑠۲ + ۱𝑒

−𝑥



ب  ی  ک  ران۱۴۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  ع  ک  وس گ  ی  ری ت  ب  دی  ل ب  ا

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱
۲􏿴 cos 𝑡 + sin 𝑡 − 𝑒

𝑡􏿷𝐻(𝑡 − 𝑥) + ۱
۲􏿴 − cos 𝑡 + sin 𝑡 − 𝑒

−𝑡􏿷𝑒−𝑥.

اس  ت. ۱ ب  راب  ر 𝑡 > 𝑥ب  رای و ص  ف  ر ب  راب  ر 𝑡 < 𝑥ب  رای ک  ه اس  ت پ  ل  ه ای 𝐻(𝑡ت  اب  ع − 𝑥) ای  ن ج  ا در ک  ه

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه .۱۳ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 −𝑢𝑥𝑥 = 𝑒−𝑡−𝑥, 𝑥 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑒−𝑡, lim𝑥→∞𝑢(𝑥, 𝑡) = ۰

ب  گ  ی  ری  د. لاپ  لاس ت  ب  دی  ل م  س  ئ  ل  ه از ,ℒ𝑢(𝑥و 𝑡) = 𝑈(𝑥, 𝑠) = 𝑈(𝑥) = 𝑈 ب  گ  ی  ری  د ح  ل.

𝑠𝑈 −𝑈𝑥𝑥 = 𝑒−𝑥
𝑠 + ۱ + 𝑒

−𝑥 = 𝑠+ ۲
𝑠 + ۱ 𝑒

−𝑥, 𝑠 > ۱, 𝑥 ≥ ۰

𝑈(۰) = ۱
𝑠 + ۱ , lim𝑥→∞𝑈(𝑥) = ۰

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

𝑈(𝑥) = 𝐶۱𝑒−√𝑠𝑥 +𝐶۲𝑒√𝑠𝑥 + 𝑠+ ۲
(𝑠 + ۱)(𝑠 − ۱)𝑒

−𝑥

ک  ن  ی  م: اع  م  ال را م  رزی ش  رای  ط ح  ال

lim𝑥→∞𝑈(𝑥) = ۰ ⟹ 𝐶۲ = ۰

𝑈(۰) = 𝐶۱ + 𝑠+ ۲
𝑠۲ − ۱ =

۱
𝑠 + ۱

ی  ا
𝐶۱ = − 𝑠+ ۲

𝑠۲ − ۱ +
۱

𝑠 + ۱ .

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑈(𝑥, 𝑠) = 􏿵 − 𝑠+ ۲
𝑠۲ − ۱ +

۱
𝑠 + ۱􏿸𝑒

−√𝑠𝑥 + 𝑠+ ۲
𝑠۲ − ۱𝑒

−𝑥.

چ  ون
ℒ −۱􏿴𝑒−𝛼√𝑠􏿷 = 𝛼

۲√𝜋𝑡۳
𝑒−

𝛼۲
۴𝑡
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م  ی آی  د. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ه  ائ  ی ج  واب پ  س

𝑢(𝑥, 𝑡) = 􏿴 − cosh𝑡 − ۲ sinh𝑡 + 𝑒−𝑡􏿷 ∗ 𝑥
۲√𝜋𝑡۳

𝑒−
𝑥۲
۴𝑡

+ 􏿴cosh𝑡 + ۲ sinh𝑡􏿷𝑒−𝑥.

م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل ب  رای پ  ی  چ  ی  ده م  ح  اس  ب  ات ب  ه م  ن  ج  ر ح  رارت م  ع  ادل  ه ب  رای لاپ  لاس ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ت  ذک  ر.
م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده ک  م  ت  ر ح  رارت م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ب  رای آن از ب  ه ای  ن دل  ی  ل م  ی گ  ردد.

م  ی پ  ردازی  م. ب  ی  ک  ران م  ی  دان روی دوه  ام  ل اص  ل ب  ه ب  ی  ان ق  س  م  ت ای  ن در
دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر ی  ک 𝑃 و 𝑧 و 𝑦 ،𝑥 ،𝑡م  ت  غ  ی  ره  ای از م  ع  ل  وم 𝑤ت  اب  ع  ی و م  ج  ه  ول ت  اب  ع  ی 𝑢 ک  ن  ی  د ف  رض

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را زی  ر م  س  ئ  ل  ه س  ه ح  ال ب  اش  د. 𝑡 ب  ه 𝑚ن  س  ب  ت م  رت  ب  ه از و ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا پ  اره ای

𝑃(𝑢) = 𝑤(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑡 ≥ ۰, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑐 < 𝑦 < 𝑑, 𝛼 < 𝑧 < 𝛽
𝜕𝑗𝑢
𝜕𝑡𝑗

= 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑗 = ۰, ۱,۲,⋯,𝑚− ۱

𝑀𝑘𝑢 = ℎ𝑘, 𝑘 = ۱,۲,⋯,𝑛

(۱۱ . ۲)

اس  ت. ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ده  ن  ده ن  ش  ان اخ  ی  ر ت  س  اوی ک  ه
داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را دوم م  س  ئ  ل  ه

𝑃(𝑢) = ۰, 𝑡 ≥ ۰, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑐 < 𝑦 < 𝑑, 𝛼 < 𝑧 < 𝛽
𝜕𝑗𝑢
𝜕𝑡𝑗

= 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑗 = ۰, ۱,۲,⋯,𝑚− ۱

𝑀𝑘𝑢 = ℎ𝑘, 𝑘 = ۱,۲,⋯,𝑛

(۱۲ . ۲)

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در زی  ر ب  ه ص  ورت را س  وم م  س  ئ  ل  ه

𝑃(𝑢) = ۰, 𝑡 ≥ ۰, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑐 < 𝑦 < 𝑑, 𝛼 < 𝑧 < 𝛽
𝜕𝑗𝑢
𝜕𝑡𝑗

= ۰, 𝑗 = ۰, ۱,۲,⋯,𝑚− ۲
𝜕𝑚−۱𝑢
𝜕𝑡𝑚−۱ = 𝑤(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑠)

𝑀𝑘𝑢 = ℎ𝑘, 𝑘 = ۱,۲,⋯,𝑛

(۱۳ . ۲)
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و (۱۲ . ۲) م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑢۱(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) پ  ی  وس  ت  ه، 𝑤ت  واب  ع  ی و ℎ𝑘ه  ا و 𝑓𝑗ه  ا ک  ن  ی  د ف  رض .۳ . ۲ خ  اص  ی  ت
آن گ  اه ب  اش  د. 𝑢۲(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ∫

𝑡

۰
𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠 و (۱۳ . ۲) م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡; 𝑠)

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را (۱۱ . ۲) م  س  ئ  ل  ه ج  واب

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢۱(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑢۲(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).

و م  ی ک  ن  د ب  رق  رار را ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط ک  ل  ی  ه 𝑢۱ و اس  ت خ  ط  ی ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط ک  ل  ی  ه و م  ع  ادل  ه چ  ون ع  ل  ت.
اس  ت. زی  ر م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑢۲ ده  ی  م ن  ش  ان ک  اف  ی  س  ت ،𝑃(𝑢۱) = ۰

𝑃(𝑢) = 𝑤(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑡 ≥ ۰, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑐 < 𝑦 < 𝑑, 𝛼 < 𝑧 < 𝛽
𝜕𝑗𝑢
𝜕𝑡𝑗

= ۰, 𝑗 = ۰, ۱,۲,⋯,𝑚− ۱

𝑀𝑘𝑢 = ۰, 𝑘 = ۱,۲,⋯,𝑛

(۱۴ . ۲)

و 𝑡 ب  ه ن  س  ب  ت 𝑚پ  ی  وس  ت  ه م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق دارای 𝑣 چ  ون م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی را م  رزی و اول  ی  ه ش  رای  ط اب  ت  دا
در 𝑣 چ  ون اس  ت. ت  ع  وی  ض ق  اب  ل ان  ت  گ  رال و ح  د ج  ای پ  س اس  ت م  ت  غ  ی  ره  ا س  ای  ر ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق پ  ذی  ر
ی  ع  ن  ی م  ی ک  ن  د. ص  دق ن  ی  ز ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط در ن  ی  ز 𝑢۲ پ  س م  ی ک  ن  د ص  دق ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط
داری  م 𝑢۲ ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی را اول  ی  ه ش  رای  ط ح  ال .𝑘 = ۱,۲,⋯,𝑛 𝑀𝑘𝑢۲ب  رای = ۰

ه  م  چ  ن  ی  ن .𝑢۲(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = ۰

𝜕𝑢۲
𝜕𝑡 􏿖

𝑡=۰

= 𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, ۰; 𝑡) +􏾙
𝑡

۰
𝑣𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠 =􏾙

𝑡

۰
𝑣𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠

داری  م: 𝑖 < 𝑚− 𝑗 و 𝑗 = ۱,۲,⋯, 𝑖ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال .𝑢۲𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = ۰ پ  س

𝜕𝑖𝑢۲
𝜕𝑡𝑖 􏿖𝑡=۰ =􏾙

𝑡

۰

𝜕𝑖
𝜕𝑡𝑖𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠􏿖𝑡=۰

= ۰.

ای  ن ص  ورت در
𝜕𝑖+۱𝑢۲
𝜕𝑡𝑖+۱ =

𝜕𝑖
𝜕𝑡𝑖𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, ۰; 𝑡) +􏾙

𝑡

۰

𝜕𝑖+۱
𝜕𝑡𝑖+۱𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ف  وق اس  ت  ق  را ف  رض ب  ه ت  وج  ه ب  ا
𝜕𝑖+۱𝑢۲
𝜕𝑡𝑖+۱ 􏿖

𝑡=۰

= ۰, 𝑖 = ۱,۲,⋯,𝑚− ۲.
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𝑖 = 𝑚− ۱ ب  رای
𝜕𝑖𝑢۲
𝜕𝑡𝑖 =

𝜕𝑚−۱
𝜕𝑡𝑚−۱𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, ۰; 𝑡) +􏾙

𝑡

۰

𝜕𝑚
𝜕𝑡𝑚𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠

= 𝑤(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) +􏾙
𝑡

۰

𝜕𝑚
𝜕𝑡𝑚𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠.

ب  دی  ن ت  رت  ی  ب:

𝑃(𝑢۲) = 𝑃􏿶􏾙
𝑡

۰
𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠􏿹

=
𝑚−۱
􏾜
𝑖=۱

𝜕𝑖𝑣
𝜕𝑡𝑖 􏿖

𝑡=۰

+􏾙
𝑡

۰
𝑃􏿴𝑣(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠)􏿷𝑑𝑠

= 𝑤(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡).
م  ی ک  ن  د. ص  دق (۱۴ . ۲) م  س  ئ  ل  ه در 𝑢۲ پ  س

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر ن  اه  م  گ  ن م  وج م  س  ئ  ل  ه .۱۴ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 = 𝑐۲𝑢𝑥𝑥 +ℎ(𝑥, 𝑡), 𝑡 ≥ ۰, −∞ < 𝑥 <∞

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑓(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑔(𝑥)

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ه  م  گ  ن م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای دالام  ب  ر ح  ل ،۹ . ۲ م  ث  ال ب  ه ت  وج  ه ب  ا 𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑠)ب  رای ح  ل.

𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑠) = ۱
۲𝑐􏾙

𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
ℎ(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏

ن  ت  ی  ج  ه در
𝑢۲(𝑥, 𝑡) = ۱

۲𝑐􏾙
𝑡

۰
􏾙

𝑥+𝑐(𝑡−𝑠)

𝑥−𝑐(𝑡−𝑠)
ℎ(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠.

داری  م. 𝑢۱ ب  رای م  ث  ال ه  م  ان از ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑢۱(𝑥, 𝑡) = ۱
۲􏿯𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡)􏿲 +

۱
۲𝑐􏾙

𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑔(𝑠)𝑑𝑠.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱
۲􏿯𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡)􏿲 +

۱
۲𝑐􏾙

𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑔(𝑠)𝑑𝑠

+ ۱
۲𝑐􏾙

𝑡

۰
􏾙

𝑥+𝑐(𝑡−𝑠)

𝑥−𝑐(𝑡−𝑠)
ℎ(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠.
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م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت 𝑓(𝑥) = sin𝑥۲ و 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥۲ و ℎ(𝑥, 𝑡) = ۲𝑥𝑡۲ خ  اص ح  ال  ت در

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱
۲􏿯 sin(𝑥 + 𝑐𝑡)

۲ + sin(𝑥 − 𝑐𝑡)۲􏿲 + ۱
۲𝑐􏾙

𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑥𝑒−𝑥۲ 𝑑𝑥

+􏾙
𝑡

۰
􏾙

𝑥+𝑐(𝑡−𝑠)

𝑥−𝑐(𝑡−𝑠)
۲𝜏𝑠۲ 𝑑𝜏𝑑𝑠.

ی  ا
𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱

۲􏿯 sin(𝑥 + 𝑐𝑡)
۲ + sin(𝑥 − 𝑐𝑡)۲􏿲

+ ۱
۴𝑐􏿰𝑒

−(𝑥+𝑐𝑡)۲ − 𝑒−(𝑥+𝑐𝑡)۲􏿳 + ۴𝑐𝑥𝑡
۴

۱۲ .

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه .۱۵ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑡𝑓(𝑥), 𝑡 ≥ ۰, −∞ < 𝑥 <∞

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑔(𝑥)

م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑢۱ ک  ه داری  م 𝑢 = 𝑢۱+𝑢۲ ب  ه ص  ورت دوه  ام  ل اص  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ج  واب ح  ل.
⎨⎪⎪⎪⎪⎧ه  م  گ  ن

⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥, 𝑡 ≥ ۰, −∞ < 𝑥 <∞

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑔(𝑥)

اس  ت. زی  ر م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑠) آن در ک  ه 𝑢۲(𝑥, 𝑡) = ∫
𝑡

۰
𝑣(𝑥, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠 و

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥, 𝑡 ≥ ۰, −∞ < 𝑥 <∞

𝑣(𝑥, ۰) = 𝑠𝑓(𝑥)

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  ا را 𝑢۱ م  س  ئ  ل  ه ح  ل
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈𝑡 +𝑤۲𝑈 = ۰,

𝑈(۰) = 𝐴 =ℱ (𝑔)
⟹ 𝑈 =𝐴𝑒−𝑤۲𝑡.
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داری  م: ۴ . ۲ م  ث  ال ط  ب  ق .𝑈(𝑤, 𝑡) = ℱ (𝑔)𝑒−𝑤۲𝑡 پ  س

ℱ −۱􏿴𝑒−𝑤۲𝑡􏿷 = ۱
√۲𝜋

𝑒−
𝑥۲
۴𝑡 .

م  ی ش  ود: داده زی  ر ف  رم  ول ب  ا ک  ه ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  رای ک  ن  ول  وش  ن خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ℱ −۱􏿴ℱ (𝑔) ⋅ℱ (ℎ)􏿷 = 𝑔 ∗ ℎ = ۱
√۲𝜋

􏾙
∞

−∞
𝑔(𝑦)ℎ(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت

𝑢۱(𝑥, 𝑡) = ۱
√۴𝜋𝑡

􏾙
∞

−∞
𝑔(𝑦)𝑒−

(𝑥−𝑦)۲
۴𝑡 𝑑𝑦.

م  ی ش  ود. 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ج  واب م  ش  اب  ه  اً

𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑠) = ۱
√۴𝜋𝑡

􏾙
∞

−∞
𝑠𝑓(𝑦)𝑒−

(𝑥−𝑦)۲
۴𝑡 𝑑𝑦.

و
𝑢۲(𝑥, 𝑡) =􏾙

𝑡

۰

۱
√۴𝜋(𝑡 − 𝑠)

􏿼􏾙
∞

−∞
𝑠𝑓(𝑦)𝑒−

(𝑥−𝑦)۲
۴(𝑡−𝑠) 𝑑𝑦􏿿𝑑𝑠.

ن  ت  ی  ج  ه در

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱
√۴𝜋

􏾙
∞

−∞
􏿰𝑔(𝑦)

𝑒−
(𝑥−𝑦)۲
۴𝑡

√𝑡
+􏾙

𝑡

۰

𝑠
√𝑡 − 𝑠

𝑓(𝑦)𝑒−
(𝑥−𝑦)۲
۴(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠􏿳𝑑𝑦.

ب  رای م  ث  ال  ه  ا ای  ن  ج  ا در دارد. ک  ارب  رد ب  ی  ک  ران م  ی  دان ب  رای ه  م و ک  ران  ه دار م  ی  دان ب  رای ه  م دوه  ام  ل اص  ل ت  ذک  ر.
اس  ت. ش  ده آورده ب  ی  ک  ران م  ی  دان

۴ . ۲ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل لاپ  لاس ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۱. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +۳𝑥cos 𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝜋, 𝑡) = ۰



ب  ی  ک  ران۱۴۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

۲. 𝑢𝑡𝑡 + ۲𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 −𝑢+ 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 𝑡

۳. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝑒−𝑥 sin 𝑡, 𝑥 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(+∞, 𝑡) = ۰

۴. 𝑢𝑡𝑡 +𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑡𝑒−𝑥, ۰ ≤ 𝑥 <∞, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢(+∞, 𝑡) = ۰

۵. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑡۲𝑒−|𝑥|, −∞ < 𝑥 <∞, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥۲, ک  ران  ه دار 𝑢(𝑥, 𝑡)

ک  ن  ی  د. ح  ل دوه  ام  ل اص  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۶. 𝑢𝑡𝑡 + ۲𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 +𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝜋, 𝑡) = ۰

۷. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢𝑥𝑥𝑡 +𝑥𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑡) = ۰

۸. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝑢+ 𝑡𝑒−𝑥, ۰ < 𝑥 <∞, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑒𝑡, 𝑢(+∞, 𝑡) = ۰

۹. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 −𝑢+ sin 𝑡 𝑒−|𝑥|, −∞ < 𝑥 <∞, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥۲, ک  ران  ه دار 𝑢(𝑥, 𝑡)

۱۰. 𝑢𝑡𝑡 + ۴𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 +𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 −𝑢 = 𝑒𝑡−𝑥, 𝑥 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−۲𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,

𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑒𝑡, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(+∞, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥𝑥(+∞, 𝑡) = ۰



م  راج  ع

دان  ش  گ  اه چ  اپ ج  زئ  ی، م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  رت  ض  ی، ف  ت  وح  ی، و م  ح  م  ود، ح  ص  ارک  ی، [۱]
. ۱۳۸۹ ش  ری  ف، ص  ن  ع  ت  ی

[2] Brown, James Ward, and Ruel Vance Churchill., Fourier series and bound-

ary value problems, Vol. 6. New York: McGraw-Hill, 2001.
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